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La excelente acogida dispensada a las dos anteriores ediciones de la obra ha 
impulsado la publicación de esta tercera, en la que se recogen todas las 
sugerencias recibidas acerca de su contenido. Por este motivo, la tercera edición 
se edifica sobre las anteriores, manteniendo todo lo que sigue teniendo vigencia, 
al tiempo que se amplían los temas necesarios. 

El contenido de este texto se encuadra en un curso de Elasticidad y Resistencia 
de Materiales para alumnos de Escuelas Técnicas Superiores. Es aconsejable 
que el estudio de las bases de la teoría de la Elasticidad preceda al de la 
Resistencia de materiales. Este planteamiento puede conllevar un mayor grado 
de dificultad, que posteriormente se verá ampliamente recompensado por 
proporcionar al alumno, en el estudio de las características resistentes de los 
materiales, un perfecto conocimiento de los estados tensional y de deformación 
de los cuerpos elásticos, lo que le permitirá moverse en un terreno firme a la 
hora de conocer la forma en la que trabajan los materiales. Por otro lado, este 
grado de dificultad se compensa al utilizar la formulación matricial, con la que 
sí está familiarizado, en lugar de la tensorial, que generalmente desconoce, 
como se hace en otras obras especializadas sobre la materia. 

El contenido de la obra se mueve en el campo de la Elasticidad lineal, sobre un 
modelo de sólido elástico: el prisma mecánico, al que se supone poseer las 
propiedades de homogeneidad, continuidad e ¡sotropía. 

Cada capitulo posee al final una colección de problemas de grado de dificultad 
creciente, que permiten al estudiante reforzar los contenidos teóricos adquiridos. 
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Presentación 


La excelente acogida dispensada a las dos primeras ediciones de estas lecciones de Elastici¬ 
dad nos ha obligado a redactar esta tercera edición, en la que se recogen todas las sugeren¬ 
cias que se han recibido sobre su contenido, a la vez que se corrigen las erratas advertidas. 
Quiere esto decir que esta nueva edición se edifica sobre las anteriores, de las que se 
mantiene todo aquello que sigue teniendo vigencia, se cambia lo que se ha estimado conve¬ 
niente y se amplían aquellos temas que ha sido aconsejable ampliar. Todo ello con las miras 
puestas en facilitar a nuestros alumnos la asimilación de la forma más fácil, y más profunda a 
la vez, de esta disciplina. 

El contenido de esta obra está encuadrado en el de un curso de Elasticidad y Resistencia 
de materiales para alumnos de Escuelas Técnicas Superiores. Se presenta como un primer 
tomo por entender que el estudio de las bases de la teoría de la Elasticidad debe preceder al 
de la Resistencia de materiales. Es esta una cuestión compartida por eminentes profesores de 
Escuelas Técnicas españolas y de otros países, aunque también hay otros, eminentes asimis¬ 
mo, que defienden ¡a tesis contraria, es decir, de presentar la Resistencia de materiales desde 
un punto de vista más intuitivo y tratar posteriormente los métodos más completos y, por ende, 
más complejos de la teoría de la Elasticidad. 

No se nos oculta que nuestro planteamiento conlleva un mayor grado de dificultad 
inicialmente. Sin embargo, creemos que este esfuerzo al principio se ve ampliamente recom¬ 
pensado por cuanto proporciona a! alumno, a! plantearse el estudio de las características 
resistentes de los materiales, un perfecto conocimiento de los estados tensional y de deforma¬ 
ción que se crean en éstos al aplicarles una determinada solicitación, permitiéndole moverse 
en un terreno firme en el que conocer la forma en que trabajan los materiales. 

También hay que señalar que el mayor grado de dificultad inicial al que antes nos hemos 
referido, si bien es manifiesta en las obras avanzadas de la materia por utilizar la formulación 
tensorial, que generalmente el alumno desconoce, se ve notablemente disminuida en la que 
aquí se presenta por utilizar en su desarrollo una formulación matricial, cuyo manejo se 
supone han adquirido los alumnos en los cursos de Matemáticas de los primeros años de la 
carrera. No debe extrañar que para llegar a los mismos resultados se pueda hacer un 
tratamiento a base de matrices en lugar de tensores, dado que cuando se utilizan sistemas de 
referencia cartesianos en espacios tridimensionales, en donde entran la mayoría de los 
problemas que se le pueden presentar a un ingeniero, una matriz 3 x 3 y un tensor de 
segundo orden son equivalentes. 

El contenido de la obra se mueve en el campo de la Elasticidad lineal, razonando sobre un 
modelo teórico de sólido elástico: el prisma mecánico, que suponemos posee las propiedades 
de homogeneidad, continuidad e isotropia. 

En los cuatro primeros capítulos se hace un análisis de los estados tensional y de 
deformación que una solicitación exterior produce a! actuar sobre un prisma mecánico, así 
como las relaciones existentes entre ambos estados. 
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En el Capítulo 5 se hace el planteamiento general de! problema elástico y se marcan las 
pautas para su resolución mediante la formulación bien en corrimientos, bien en tensiones. 
Cuando se formula en corrimientos se llega a la ecuación fundamental de la Elasticidad, que 
agrupa a las ecuaciones de Navier, de la que se da una solución general mediante el vector de 
Galerkin o, en aquellos casos que es posible, una solución particular mediante el potencial de 
deformación de Lamé. 

El Capítulo 6 trata del problema elástico bidimensional en coordenadas cartesianas 
resaltando el importante papel que desempeña el conocimiento de una función de tensiones o 
función de Airy, para su resolución. En el mismo capítulo se estudian con cierto detenimiento 
estas funciones cuando pueden representarse en forma polinómica. 

Las anteriores ediciones quedaban quizás incompletas al no tratar en ellas la torsión 
desde el punto de vista de la teoría de la Elasticidad. Se corrige este defecto dedicando el 
Capítulo 7 a! estudio de Ia teoría de la torsión. Se comienza considerando barras prismáticas 
de sección recta circular o anular para continuar con barras de sección arbitraria, basando la 
formulación del problema elástico correspondiente en el método semi-inverso de Saint-Venant. 

Los numerosos problemas que se suelen dar en la práctica, en los que tanto la forma del 
cuerpo elástico como la distribución de la carga aplicada al mismo presentan simetría en 
torno a una recta, han aconsejado dedicar el Capítulo 8 a la formulación del problema 
elástico en coordenadas cilindricas, así como el 9 al caso particular de estados de tensión o 
de deformación planas en los que se utilizan coordenadas polares. 

No podía faltar en esta primera parle del curso el estudio de los teoremas energéticos que 
se derivan de la teoría del potencial interno, de tanto interés para las aplicaciones y que se 
habrán de tener presentes de forma permanente en el desarrollo de la Resistencia de materia¬ 
les. Se expone también en este mismo Capítulo 10 el principio de los trabajos virtuales, tan 
fecundamente utilizado en Estática y Mecánica analítica. Aquí se amplía el campo de aplica- 
bilidad, pues en aquellas disciplinas se consideraban sistemas rígidos mientras que ahora se 
aplica a sistemas deformables. 

En el Capítulo 11 se exponen las teorías más destacadas acerca del comienzo de las 
deformaciones no elásticas, que van a serx'ir de base para establecer en su momento los 
criterios de resistencia y que se pueden considerar como una breve introducción a la Plastici¬ 
dad, ciencia de gran importancia en ingeniería, y deforma especial en la mecánica del suelo, 
en estructuras y en el estudio y dimensionado de órganos de máquinas. 

Finalmente, el Capítulo 12 se dedica a una exposición somera de los métodos experimen¬ 
tales de análisis de tensiones, haciendo especial hincapié en los extensométricos v en los 
ópticos. 

En nuestro trabajo nos ha guiado el deseo de hacer una obra didáctica y asequible de 
entender por un alumno medio de nuestras Escuelas Técnicas Superiores. Para ayudar a 
conseguir el objetivo propuesto hemos incluido al final de cada capítulo, exceptuando el 
primero y el último, un número razonable de ejercicios, cuya resolución se recomienda haga 
el lector sin tener a ¡a vista la explicación de los mismos, que le valdrá para comprobar la 
bondad o el fallo del planteamiento y resultados que él por sí mismo obtenga. 

Hay que señalar que se estudian en primer lugar los problemas tridimensionales para 
estudiar los bidimensionales o unidimensionales como casos particulares, es decir, se hace un 
tratamiento de lo general a lo particular. Para algunos, que defienden el planteamiento 
contrario, o sea, de anteponer lo particular a lo general, aconsejable en niveles educativos 
más bajos, les puede parecer, a la vista de lo dicho anteriormente, una inconsecuencia. 
Perdóneseme esta sana rebeldía de no admitir, como regla general —y que como tal regla 
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general tiene excepciones — otro planteamiento en estudios de nivel universitario. Cualquier 
disciplina a este nivel exige comprender y asimilar perfectamente sus esquemas teóricos que. 
en cuanto ciencia, crea para su desarrollo. 

Esta comprensión y asimilación implica un esfuerzo de abstracción para el que el alumno 
universitario debe estar habituado y tiene que aceptar, pues en caso contrario, es dudosa su 
vocación y dudoso el acierto con que otros profesores juzgaron sus conocimientos previos y el 
grado de formación, no sólo de información, que debieron alcanzar. 

Se ha procurado la mayor claridad expositiva. Si se ha conseguido o no lo han de juzgar 
los lectores, a cuyo fallo me atengo. Cualquier observación sobre posibles defectos que. sin 
duda alguna, tendrá la obra, será sinceramente agradecida y tenida en cuenta en futuras 
ediciones que se pudieran hacer, si el interés que pueda tener así lo aconsejara. 

Y. finalmente, mi deseo de que esta obra sirva de ayuda en el arduo proceso deformación 
como ingenieros, en la parcela de la Elasticidad y Resistencia de materiales, a todos aquellos 
que escogieron ese camino para su futuro quehacer profesional. 

Luis ORTIZ BERROCAL 

Madrid, junio de 1998 
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p x , p y „ p . Componentes del vector de giro. 
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[ T] Matriz de tensiones. 
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\T¿\ Matriz desviadora de tensiones. 

2T Energía de deformación o potencial interno. 

ST* Energía complementaria. 
u Vector unitario normal a un plano. 
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«' Vector unitario tangente a un plano. 
u, v, iv Componentes del vector desplazamiento. 
v Velocidad de propagación en un medio. 
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X, Y, Z Componentes de f v en coordenadas cartesianas. 
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principales. 

y xy , y y -, y :x Deformaciones angulares en coordenadas cartesianas. 

}’p«, y g j, y.p Deformaciones angulares en coordenadas cilindricas. 
r¡ 2 Deformación angular. 

5 Vector corrimiento. 
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Introducción al estudio 
de la Elasticidad 


1.1. Objeto de la Elasticidad y de la Resistencia de materiales 


Dado que comenzamos el desarrollo de un curso de Elasticidad y Resistencia de materia¬ 
les. es aconsejable que lo iniciemos encuadrando el conocimiento específico que corres¬ 
ponde a cada una de estas disciplinas en el ámbito de la Ciencia y de la Técnica. 

Desde un punto de vista científico podemos considerar a ambas como parles de la 
Física, es decir, como ciencias explicativas del comportamiento mecánico de los sistemas 
deformables. 

Se incluye pues en la Mecánica que, como rama de la Física, comprende el estudio 
general de los fenómenos del equilibrio y movimiento de los cuerpos materiales. 

Para desarrollar la Mecánica es necesario postular un modelo teórico acerca de la 
estructura de la materia, adaptando las características del modelo al problema que se trata 
de estudiar. Así, el modelo de punto material, en el que se concentra la materia en un 
punto geométrico, es suficientemente aproximado para el estudio de los cuerpos celestes o 
de las moléculas de un gas. dado que las trayectorias por ellos descritas son muy grandes 
en comparación con sus propias dimensiones. 

En los cuerpos materiales, cuyas dimensiones no permiten que sea válida esta modeli- 
zación, nuestro conocimiento actual de la estructura íntima de la materia nos permitiría 
su consideración como sistemas de elevadísimo número de puntos materiales (partículas 
subatómicas, átomos, moléculas) sometidos a complejas fuerzas de interacción. Este plan¬ 
teamiento, que es el habitual en la Física de nuestros días, resulta extraordinariamente 
complicado, desbordando ampliamente las fronteras de la Mecánica racional. 

El tratamiento clásico dado por la Mecánica al estudio de los cuerpos materiales no 
asimilables al modelo de punto material es el siguiente: en el caso de que las modificacio¬ 
nes de forma sean despreciables respecto al movimiento de su conjunto, se adopta el 
modelo de cuerpo rígido, esto es, una distribución continua de materia con invariabilidad 
de las distancias relativas, y en el caso de que las deformaciones no puedan ser ignoradas, 
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se adopta el modelo de medio continuo, que admite una distribución continua de materia 
con variación asimismo continua de las distancias entre sus puntos. 

La Mecánica de los medios continuos admite una clasificación relativa al estado de 
agregación de la materia. En el caso de gases y líquidos tendremos la Mecánica de los 
fluidos, y en el caso de los sólidos la Mecánica de los sólidos. Esta clasificación debe 
tomarse con las reservas que impone la distinción entre fluidos y sólidos, no siempre fácil 
de delimitar. 

Para establecer las ecuaciones generales que gobiernan el comportamiento mecánico 
de los sólidos deformables, es necesario complementar las ecuaciones de la estática, 
cinemática y dinámica, con ecuaciones que relacionen las tensiones y deformaciones en el 
entorno del punto. Estas leyes de comportamiento se pueden postular de acuerdo con 
nuestros conocimientos experimentales sobre el comportamiento de los materiales, o bien 
se pueden hacer derivar, en un contexto más amplio, de consideraciones termodiná¬ 
micas. 

En el caso de pequeñas deformaciones, se comprueba que en la mayoría de los 
materiales, el proceso de deformación es reversible, hablándose de comportamiento elásti¬ 
co. Asimismo se verifica en casi todos los materiales elásticos la proporcionalidad entre 
tensiones y deformaciones, hablándose de comportamiento elástico lineal. Cuando las 
deformaciones son grandes, el proceso de deformación deja de ser reversible, produciéndo¬ 
se calor por el rozamiento interno y apareciendo deformaciones permanentes al cesar en la 
aplicación de las cargas. En estas condiciones hablamos de comportamiento plástico. En 
algunos materiales se aprecian incluso deformaciones dependientes del tiempo, aun cuan¬ 
do las cargas no lo sean. Estamos pues en la frontera entre los sólidos y los fluidos 
altamente viscosos. 

Para el caso de comportamiento elástico, la rama de la Mecánica de los sólidos que lo 
estudia se denomina Teoría de la Elasticidad. En el caso de comportamiento plástico se 
denomina Teoría de la Plasticidad, y en los casos frontera con la Mecánica de los Fluidos 
se denomina Teoría de la Viscoelasticidad. 

Así pues, podemos establecer como objeto de la Teoría de la Elasticidad el estudio de 
los sólidos deformables con comportamiento elástico. 

La formulación matemática de todas estas teorías conduce a ecuaciones de gran 
complejidad, no sólo en su resolución general sino en su problema de contorno. Ello hace 
que la obtención de soluciones exactas quede restringida a casos muy particulares de 
forma geométrica y de tipo de cargas aplicadas. 

En el caso de sólidos de forma arbitraria resulta imposible soslayar esta dificultad, 
siendo necesario recurrir a métodos de resolución aproximados, pero en el caso de sólidos 
unidimensionales o bidimensionales, esto es. aquellos en los que existe preponderancia de 
algunas dimensiones frente a las demás, es posible establecer a priori hipótesis simplificad- 
vas referentes a la distribución tensional y deformacional. 

Este es el planteamiento de la Resistencia de materiales, que además coincide con la 
evolución histórica del conocimiento acerca de la mecánica de los sólidos. 

Así pues, podemos establecer como objeto de la Resistencia de materiales el estudio de 
aquellos sólidos deformables que por sus características de forma geométrica y forma de 
carga, admitan hipótesis simplificativas en relación a sus estados tensional y deformacional. 

Ni que decir tiene que la práctica totalidad de las hipótesis que se hacen, están 
sancionadas por los resultados experimentales o por las propias teorías de la Elasticidad, 
Plasticidad, etc. 
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Queda pues de manifiesto el .carácter complementario de las disciplinas Teoría de la 
Elasticidad y Resistencia de materiales. En tanto que la primera sacrifica en aras del rigor 
la viabilidad de la resolución exacta de los problemas del sólido elástico, la segunda 
afronta cualquier problemática de la mecánica de los sólidos, prescindiendo de todo 
aquello que no es significativo. 

La Resistencia de materiales ha permitido establecer con suficiente aproximación las 
ecuaciones de comportamiento de los elementos constructivos básicos, tales como vigas, 
columnas, arcos, placas y láminas. 

Podemos pues resumir todo lo dicho en el Cuadro sinóptico 1.1. 

Hasta ahora hemos destacado el carácter científico de la Elasticidad y Resistencia de 
materiales, pero no debemos olvidar que nuestro objetivo primordial no es meramente 
científico, sino técnico. Si buscamos la explicación del comportamiento de los sólidos 
deformables, no es por una mera curiosidad científica, sino porque conociendo su com¬ 
portamiento podremos diseñar elementos constructivos que nos sirvan en nuestras máqui¬ 
nas o en nuestras edificaciones. 

Cuadro sinóptico 1.1 

ntos materiales 

Teoría de la Elasticidad 
(Comportamiento elástico) 

Teoría de la Plasticidad, Viscoelasticidad 
y Viscoplasticidad 
(Comportamiento no elástico) 

Resistencia de materiales 
(Cualquier tipo de comportamiento bajo 
hipótesis simplificativas) 


Mecánica 

racional 


f Mecánica del punto material y de los sistemas de pi 
Mecánica de los cuerpos rígidos 


f Mecánica de 
los sólidos 


Mecánica de los 
medios continuos 


Mecánica de los fluidos 


La Elasticidad y Resistencia de materiales constituye uno de los soportes teóricos 
fundamentales de las disciplinas, que por su carácter más especializado y tecnológico, 
tienen como objeto el diseño mecánico. 

Así, la Teoría General de Estructuras, partiendo del comportamiento de los elementos 
unidimensionales y bidimensionales que ha establecido la Resistencia de materiales, estu¬ 
dia el comportamiento de los conjuntos de dichos elementos conectados entre sí. Las 
distintas tecnologías de las estructuras, como las del metal y del hormigón, usan en su fase 
de diseño a nivel de elemento o de sección los conocimientos de la Resistencia de 
materiales. La Geotecnia precisa en el análisis tensional de los suelos, de las Teorías de la 
Elasticidad, Plasticidad y Viscosidad en sólidos. El diseño de máquinas requiere el cálculo 
resistente de los órganos de la cadena cinemática, así como de las partes estáticas, usando 
la Teoría de la Elasticidad y la Resistencia de materiales. Finalmente, la Tecnología 
Mecánica, tanto en los procesos de conformado por deformación como en los de arranque 
de material, exige un profundo conocimiento de la Teoría de la Plasticidad. 



4 ELASTICIDAD 


Antepondremos el estudio de la teoría de la Elasticidad al de la Resistencia de 
materiales persiguiendo alcanzar un claro conocimiento de los fenómenos que se produ¬ 
cen en el interior de un cuerpo cuando se encuentra sometido a una acción exterior, con lo 
que se facilitará de forma notable la comprensión de sus características resistentes. 


1.2. Concepto de sólido 

La Mecánica teórica considera los cuerpos indeformables, ya se encuentren en estado de 
movimiento o de reposo. Esta propiedad no es, en el fondo, más que una abstracción, ya 
que no corresponde en la realidad a material alguno. Sin embargo, es de gran utilidad por 
la comodidad y simplificación que introduce. Las conclusiones que se obtienen en gran 
número de casos son buenas aproximaciones de lo que realmente ocurre. Pero avanzando 
en el estudio de la Mecánica aplicada se observa experimentalmente que las fuerzas que 
actúan sobre determinado cuerpo, que poseerá unas características físicas y geométricas 
propias, no pueden ser arbitrariamente grandes, pues el cuerpo se deforma y se rompe. 
Esta observación nos exige revisar el concepto de sólido que hasta aquí hemos admitido. 

Así pues, la idea de sólido que interviene con harta frecuencia en Física y principal¬ 
mente en Mecánica, evoluciona a medida que se efectúa un estudio más profundo de los 
problemas que se derivan de la Estática aplicada. 

Siguiendo la evolución indicada, haremos del sólido las tres siguientes consideraciones: 

• Sólido rígido. 

• Sólido elástico. 

• Sólido verdadero. 

Sólido ríc/ido es aquel que ante cualquier esfuerzo (por grande que sea) a que está 
sometido, la distancia entre dos moléculas cualesquiera permanece invariable. 

Así, cuando tenemos una viga AB apoyada en dos pilares (Fig. 1.1), que recibe una 
carga vertical P en un punto C, si suponemos que se trata de un sólido rígido nos bastaría 
calcular los empujes o reacciones que debe recibir de los pilares, para conocer los esfuer¬ 
zos a que está sometida. 

Al hacer esta suposición, no sería posible jamás la rotura de la viga en contra de lo que 
realmente sucede, comprobado por la experiencia, ya que al ir aumentando la carga P 
siempre existe un valor que provoca la rotura de la viga a pesar de que las reacciones en 
los pilares fuesen suficientes. 

Surge, por tanto, la necesidad de estudiar en general los límites de las cargas que se 
pueden aplicar a un determinado cuerpo o bien el dimensionado que hay que darle para 
soportar cierto esfuerzo, con la condición siempre de que no exista peligro de rotura. 



Figura 1.1. 
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Naturalmente, si existiesen sólidos rígidos no existirían peligros de rotura ni deforma¬ 
ciones de ningún tipo y tanto la teoría de la Elasticidad como la Resistencia de materiales 
carecerían de objeto. Si pudiera construirse una viga con material que tuviera las propie¬ 
dades de sólido rígido, por pequeña que fuera su sección y por grandes que fuesen las 
cargas a soportar, la estabilidad del sistema estaría asegurada siempre que se cumplieran 
las condiciones generales de equilibrio. 

R x = 0 
M 0z = 0 

siendo R x , R„ R. y M 0x , M oy . M 0 . las componentes referidas a un sistema cartesiano 
trirreclangulaV de" la resultante de las fuerzas ejercidas sobre el sistema y del momento 
resultante de dichas fuerzas respecto de cualquier punto O. 

En todo lo anteriormente expuesto hemos anticipado el concepto de sólido elástico que 
podemos definir como aquel que ante un esfuerzo exterior se deforma y recupera su forma 
primitiva al cesar la causa exterior. 

A los sólidos elásticos se les supone una serie de cualidades como son las de isotropía , 
homogeneidad y continuidad. 

Se dice que un cuerpo es isótropo cuando sus propiedades físicas no dependen de la 
dirección en que se han medido en dicho cuerpo. Así. diremos que la isotropía que 
suponemos poseen los sólidos elásticos equivale a admitir la propiedad de igual elastici¬ 
dad en todas las direcciones *. 

El suponer el sólido elástico homogéneo equivale a considerar que una parte arbitraria 
del mismo posee idéntica composición y características que otra cualquiera. 

La propiedad de continuidad supone que no existen huecos entre partículas ni, por 
consiguiente, distancias intersticiales. 

Algunas de estas propiedades, por ejemplo isotropía y homogeneidad, suelen estar 
íntimamente unidas, pues si un cuerpo es igualmente elástico en cualquier dirección es de 
suponer que sea homogéneo, e inversamente, si suponemos que es homogéneo es presumi¬ 
ble que sea isótropo. 

Sin embargo, estas propiedades de isotropía. homogeneidad y continuidad no concu¬ 
rren en ningún material, ya sea natural o elaborado por el hombre: no es posible que se dé 
un grado de elasticidad exactamente igual en todas las direcciones debido a la distribución 
de sus átomos o moléculas en redes cristalinas ordenadamente dispuestas. Tampoco existe 
en la realidad la homogeneidad perfecta, así como sabemos por las teorías modernas de la 
materia que ésta no es continua y que existen espacios vacíos entre las moléculas y entre 
los mismos átomos que la componen. 

No obstante, la consideración de sólido continuo es muy cómoda, pues permite 
admitir, cuando existe una deformación debida a la aplicación de una fuerza a unas 
moléculas del sólido, que el esfuerzo es absorbido en parte por las moléculas próximas y 
de esta forma queda repartido de forma continua y apta para el cálculo. 


R y = 0 
= 0 


R. = 0 
M 0: = 0 


. 2 . 1 ) 


* Cuando debido a un proceso natural o de fabricación. los elementos componentes de un cuerpo están 
orientados en una determinada dirección, será preciso considerar la anisotropía de los mismos, como ocurre con 
las piezas de madera, metálicas laminadas en frío o materiales compuestos. 
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Finalmente, sólido verdadero es aquel que resulta de considerarlo como deformable 
ante los esfuerzos a que está sometido y falto de isotropía, homogeneidad y continuidad. 

Los materiales a que nosotros nos refiramos en lo sucesivo los consideraremos como 
sólidos elásticos. Quiere ello decir que si microscópicamente no son ciertas las hipótesis 
que se hacen, sí lo son macroscópicamente, pues los resultados que se obtienen quedan 
sancionados por la experiencia. 

Aun podremos en muchos casos, cuando falte por ejemplo la homogeneidad en un 
sólido, considerar la existencia de varios sólidos elásticos dentro del sólido dado, cada uno 
de los cuales estará concretado por zonas que posean perfecta homogeneidad, y aplicarles 
las consideraciones teóricas que hagamos para los sólidos elásticos en general. 


1.3. Definición de prisma mecánico 


Llamaremos prisma mecánico al sólido engendrado por una sección plana £ de área Í2 
cuyo centro de gravedad G describe una curva c llamada línea media, siendo el plano que 
contiene a £ normal a la curva. 

El prisma mecánico se dice que es alabeado, plano, o como caso particular de éste, 
recto, cuando es alabeada plana, o recta la línea media. 

La línea media no ha de tener curvaturas muy pronunciadas, así como no deben existir 
cambios bruscos de sección al pasar de una arbitraria a otra próxima. 

Si el área fi es constante, se dice que el prisma es de sección constante; en caso 
contrario, diremos que el prisma es de sección variable. 

Para los cálculos consideraremos unos ejes de referencia con origen en G; eje Gx la 
tangente a la línea media en este punto, y ejes Gy y G: los principales de inercia de la 
sección I (Fig. 1.2). Como el plano de esta sección es normal a la curva c, el eje Gx es 
normal a los ejes Gy y Gz contenidos en £. Por otra parte, los ejes Gy y Gz son principales 
de inercia de la sección que, según sabemos, son perpendiculares entre sí, lo que indica que 
el sistema de referencia que hemos definido en el prisma mecánico es un sistema de ejes 
trirrectangulares. 

La posición del punto G viene determinada por su abscisa curvilínea s, longitud del 
arco de curva c contado a partir de un punto arbitrario, que puede ser el centro de 
gravedad G, de la sección de extrema izquierda del prisma. Tomaremos como sentido 
positivo del eje Gx el correspondiente a los arcos crecientes sobre c. 
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Los sentidos positivos de los ejes Gy y Gz serán tales que hagan que el sistema de 
referencia adoptado sea un sistema directo. 


1.4. Equilibrio estático y equilibrio elástico 

Para que un sólido rígido se encuentre en equilibrio es necesario y suficiente que se 
verifiquen las ecuaciones (1.2.1) que son las condiciones generales del equilibrio estático. 

Estas seis ecuaciones no son otra cosa que la traducción analítica de dos condiciones 
fundamentales: 

1. " Que la suma de todas las fuerzas que actúan sobre el sólido sea igual a cero o, lo 

que es lo mismo, que la resultante sea nula. 

2. " Que el momento resultante de todas las fuerzas respecto de cualquier punto sea 

igual a cero. 

Téngase presente que momento resultante y momento de la resultante son conceptos distintos. 
Momento resultante de un sistema de fuerzas respecto a un punto es la suma de los momentos de los 
vectores que componen el sistema, respecto a dicho punto. Por el contrario, momento de la resultante 
es. como su nombre indica, el momento respecto de un determinado punto, de la resultante del 
sistema. Pero al ser la resultante vector libre no tiene sentido hablar de su momento, a menos que el 
sistema sea reducible a un único vector: su resultante; entonces, el momento de la resultante respecto 
de un punto es el momento de ésta, supuesta su línea de acción el eje central del sistema. 

Los vectores momento resultante y momento de la resultante respecto de un mismo punto son 
iguales cuando se verifica esta circunstancia, como ocurre en los sistemas de vectores concurrentes, 
paralelos o coplanarios. 

Sin embargo, en un sólido elástico estas condiciones son necesarias pero no suficientes, 
ya que si suponemos realizado en el sólido un corte ideal y prescindimos de una de las 
partes (véase la Fig. 1.6), es necesario que el sistema de fuerzas interiores, en los puntos de 
la sección ideal, sea equivalente al sistema de Tuerzas que actúan sobre la parte eliminada. 
Llegamos así al concepto de equilibrio elástico, que exige se verifiquen en un sólido 
elástico no sólo las condiciones del equilibrio estático, sino también que exista equilibrio 
entre las fuerzas exteriores y las internas en cada una de las infinitas secciones. 

Esta última condición es la característica del equilibrio elástico: es necesario que las 
fuerzas exteriores que actúan sobre el sólido sean contrarrestadas por las fuerzas interiores 
de cohesión molecular. . 

Como esto debe suceder en las infinitas secciones del sólido y siendo imposible el 
estudio en todas ellas, lo que se hace es estudiar solamente las secciones que deben 
soportar un mayor esfuerzo y. lógicamente, si éstas resisten es de suponer que las someti¬ 
das a esfuerzos menores también lo hagan, sobreentendiéndose que las diversas secciones 
están constituidas por material homogéneo, ya que hablamos de sólidos elásticos. 

En definitiva, lo que realmente hacemos es considerar el sólido como rígido excepto en 
una sección y comprobar si existe en ella equilibrio. Es como si las dos partes rígidas en 
que queda dividido el sólido estuviesen unidas por un muelle, e investigáramos si éste 
puede resistir los esfuerzos a que está sometido. 
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1.5. Esfuerzos que se derivan de la acción de un sistema de fuerzas 
sobre un prisma mecánico 

El sistema de fuerzas exteriores que actúan sobre un prisma mecánico, materialización del 
sólido elástico como hemos indicado anteriormente, comprende dos tipos de fuerzas: de 
volumen y de superficie. 

Las primeras son debidas a campos de fuerzas, tales como el campo gravitatorio 
y el de fuerzas de inercia. Si llamamos f x a la fuerza por unidad de volumen (f v será 
en general función de la posición del punto), sobre cada elemento de volumen dV del 
prisma estará aplicada la fuerza f y dV, que será, en general, un infinitésimo de tercer 
orden. 

Las fuerzas de superficie son las que están aplicadas en la superficie exterior del 
prisma. Si f a es la fuerza que se ejerce por unidad de superficie, sobre un elemento díl 
actuará ./^, dtl. Ejemplos de este tipo de fuerzas son las sobrecargas sobre un prisma, la 
acción ejercida sobre la compuerta de un depósito por el fluido que contiene, el empuje de 
tierras sobre un muro de contención, la reacción de un cuerpo, etc. Estas fuerzas son 
infinitésimos de segundo orden. 

En lo que sigue, mientras no se indique lo contrario, supondremos despreciables las 
fuerzas de volumen frente a las de superficie. 

Consideremos un prisma mecánico que suponemos en equilibrio estático bajo la 
acción de un sistema de fuerzas P¡ (/ = 1, 2 .... 7, en la Fig. 1.3), que representa la acción 
exterior y emplearemos el método de las secciones, ya conocido por haber sido utilizado 
frecuentemente en el estudio de la Estática, para analizar el equilibrio elástico en una 
sección mn. 

El método consiste en imaginar realizado un corte en el prisma. Este corle determina 
una sección mn que consideraremos plana. Supondremos asimismo que mn es una sección 
recta, es decir, está contenida en un plano normal a la línea media del prisma. 

Es evidente que realizado este seccionamiento y eliminada, por ejemplo, la parle de 
la derecha se rompería radicalmente el equilibrio a no ser por la existencia de una fuer¬ 
za y un par. equivalentes a la acción externa que ejerce la parte eliminada (véanse las 
Figuras 1.4 y 1.5). 

Ya se comprende, según se deduce de las condiciones generales del equilibrio estático, 
que esta fuerza y par son, respectivamente, la resultante R y momento resultante M 
respecto del centro de gravedad G de la sección, de las fuerzas que actúan sobre la parte 
que hemos eliminado. 
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Esta consideración no nos permite conocer la distribución de esfuerzos en los diferen¬ 
tes puntos de la sección, para ello es necesario establecer hipótesis suplementarias que ya 
se indicarán más adelante, pero sí nos permite obtener unas interesantes conclusiones 
acerca del tipo de esfuerzos a que está sometida la sección. 

En efecto, refiriendo la resultante R al triedro trirrectángulo Gxyz, cuyos vectores 
unitarios son T,f, £ (Fig. 1.4), se tiene 

R = N T + T y f + 7". £ (1.5.1) 

Sus tres componentes son: N, T y y T.. 

Veamos el significado de cada una de estas componentes. 

N , llamado esfuerzo normal, por serlo a la superficie de la sección considerada, tiende a 
empujar o separar a ambas partes del prisma dando lugar a esfuerzos de compresión o 
tracción, respectivamente. 

f v y T., por estar en el mismo plano de la sección, efectúan la misma clase de esfuerzo 
y, por tanto, podemos obtener su resultante f 

f = T y J + T t ¡t (1.5.2) 

que es la expresión de un esfuerzo que actúa tangencialmente a la superficie de la sección 
como si se tratase de deslizar la sección respecto de una muy próxima, separándola o 
cortándola. Es por ello que esta componente de la resultante se denomina esfuerzo 
tangencial o cortante. Si el prisma se rompiese por la sección recta, el vector f nos 



Figura 13. 
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indicaría la dirección en que saldría despedido el trozo del prisma de la derecha respecto 
del de la izquierda. 

Análogamente, podemos proceder a descomponer el momento resultante Áí en la 
dirección perpendicular al plano de la sección y en otra componente contenida en el 
plano (Fig. 1.5). 


A? = M T ? + M y j + M. £ (1.5.3) 

Como ya sabemos, el vector momento nos expresa una tendencia al giro. Expresando 
Men función de sus componentes M r , M y y M., veamos qué efecto produce cada una de 
ellas sobre el prisma. 

M t actúa perpendicular al plano de la sección en la dirección de la línea media, por 
tanto, tiende a hacer girar el sólido sobre sí mismo, creando un efecto de torsión. Se llama 
por ello a M T momento torsor. 

M y y M. tienden a obligar al sólido a girar lateralmente curvándolo hacia afuera en los 
planos xGz e yGx, respectivamente, flexionándolo, por lo que se denominan momentos 
jlectores . Su resultante 


M f = M y f + M.K (1.5.4) 

está contenida en el plano de la sección recta; es el momento /lector. 

Un momento es el producto de una fuerza por una distancia; por tanto, su ecuación de 
dimensiones será: 


[momento] = [F] [L] = [M] [Z,] 2 [T\~ 2 (1.5.5) 

Las ecuaciones dimensionales del segundo y tercer miembro son, respectivamente, las 
correspondientes a un sistema técnico en el que la fuerza es magnitud fundamental y al 
Sistema Internacional (SI)*, que toma como magnitudes fundamentales masa, longitud y 
tiempo. 

En el sistema técnico la unidad de fuerza es el kilopondio o kilogramo fuerza 
(kp o kgf). 

En el Cuadro 1.1 figuran las unidades del momento y las equivalencias entre las 
correspondientes a los diferentes sistemas. 


Cuadro 1.1. Unidades de momento y equivalencias 




Técnico 

SJ. 

| Momento 


kpm 

N.m 

I kpm < > 981.10* dyn.cm < > 9.8 N.m 


* En este sistema la unidad de fuerza: el newton (N). es unidad derivada. 
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1.6. Concepto de tensión 


Supongamos un prisma mecánico en equilibrio sometido a un sistema de fuerzas y 
considerémoslo cortado idealmente, por medio de un plano arbitrario n , en dos partes A 
y B (Fig. 1.6). 

Sean F y F' las resultantes de las fuerzas que actúan sobre cada una de éstas, así como 
til y NT los momentos resultantes respectivos con relación a un punto cualquiera O. 

La condición de equilibrio estático exige que se verifique 


¡P + ?' = o 
\m+ Kr = o 


( 1 . 6 . 1 ) 


Si ahora suponemos suprimida una de las partes, por ejemplo la B, de la condición de 
equilibrio elástico se desprende la existencia de una distribución continua de fuerzas df, 
definida en los puntos de A pertenecientes a la sección I determinada por el plano 7t, que 
equivale a la acción de la parte B. 


í a dJ = F 
] a f x df = M 


( 1 . 6 . 2 ) 


Sea P un punto cualquiera del sólido elástico, representado por el prisma mecánico. 
Siempre podemos considerar un entorno plano de este punto y hacer pasar por él 
un plano n que contenga a dicho entorno. Si A f es la resultante de las fuerzas correspon¬ 
dientes en todos los puntos del área AQ del entorno, en virtud de la condición de 
equilibrio elástico, definiremos como tensión en el punto P según el plano n el siguiente 
límite: 


lím 

díl-0 


Ñ_ 

Aíí 


£ 

</Q 


(1.6.3) 


La tensión así definida, que representaremos por a, resulta ser un vector colineal con 
AJ' y su módulo significa la magnitud de la fuerza ejercida en la sección L por unidad de 
superficie. 
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De la misma definición se deduce su ecuación de dimensiones: 

M={^j = m M- 2 = [M] [Z.] - 1 [7T 2 (1.6.4) 

En el Cuadro 1.2 figuran las unidades de tensión en los diferentes sistemas de unida¬ 
des, así como las relaciones de equivalencia entre ellas. 

Cuadro 1.2. Unidades de tensión y equivalencias 




Técnico 

S.l. 

Tensión 


kp/m 2 

N/m 2 

1 kp/m 2 < > 98,1 dyn/cm 2 < > 9,8 N/m 2 


El N/m 2 , unidad de tensión en el S.I., se denomina pascal (Pa). 











2 

Estado tensional 
en los sólidos elásticos 


2.1. Componentes intrínsecas del vector tensión 
sobre un elemento de superficie 

En el capítulo anterior hemos visto cómo al realizar en un prisma mecánico un corte ideal 
por un plano n y suponer eliminada una de las dos partes en que queda dividido, el 
equilibrio elástico de la parte que queda exige la existencia de una distribución continua 
de esfuerzos df en todos ios puntos interiores del prisma pertenecientes a la sección E 
determinada por el plano n. 

Hemos definido el vector tensión a como la fuerza de esta distribución continua por 
unidad de superficie mediante el límite (1.6.3). 

Fijado el plano n, la dirección del vector tensión, colineal con df, dependerá del 
sistema de fuerzas exteriores. Siempre podremos considerar para cada orientación del 
plano k que pase por un punto P dos direcciones particulares como son la normal exte- 
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rior n y la que se obtiene al proyectar a sobre el plano n. Las componentes de a según 
estas dos direcciones se llaman componentes intrínsecas del vector tensión. 

La componente <r„, según la normal al plano n, recibe el nombre de tensión normal y la 
proyección r sobre dicho plano se denomina tensión tangencial. 

Como estas dos direcciones son perpendiculares, entre el módulo a del vector tensión y 
sus componentes intrínsecas, se verificará la relación 

a 2 = al + r 2 (2.1.1) 

Es conveniente hacer la observación que el vector tensión, por definición, se asocia a 
una superficie y no se podrán componer vectorialmente tensiones en un punto como si se 
tratara de fuerzas a no ser que todas ellas se refieran a la misma superficie. 


2.2. Estudio de los vectores tensión en un punto. Matriz de tensiones 

En el apartado anterior hemos considerado el plano n que pasa por un punto P y en dicho 
plano un entorno de P. Fijado el plano n. en el punto P está determinado el vector tensión 
y, por tanto, sus componentes normal y tangencial. Llegado a este punto se nos plantean, 
de forma inmediata, las siguientes cuestiones: 

1. ° Si consideramos dos planos distintos re,. n 2 que pasan por P, los vectores tensión 

correspondientes, ¿serán iguales o distintos? 

2. " Caso de ser distintos, ¿cómo se podría calcular a en función de la orientación que 

define al plano n, así como la variación de sus componentes intrínsecas? 

3. ° La obtención de los valores máximos de esta magnitud y las orientaciones 

correspondientes. 

La contestación afirmativa a la primera pregunta es evidente, ya que al variar n 
cambia la distribución continua de fuerzas así como el área de la sección. De una forma 
general, dj variará en módulo y dirección, por lo que también serán distintos los vectores 
tensión correspondientes. 

En cuanto a las otras cuestiones planteadas, van a ser objeto de nuestro análisis en lo 
que sigue de este capítulo. 

En primer lugar, consideremos un prisma mecánico y tomemos un sistema de referen¬ 
cia cartesiano ortogonal Oxyz (Fig. 2.2). 

Aislemos el paralelepípedo elemental de aristas dx, dy, dz que rodea a un punto P 
interior del prisma. Por lo visto anteriormente, sobre cada una de sus caras existe un 
vector tensión cuyas componentes intrínsecas normales tendrán las direcciones de los ejes 
coordenadas respectivos y las tangenciales se podrán descomponer a su vez en las direc¬ 
ciones de los dos ejes paralelos a la cara que se considere. 

Las tensiones normales las denotaremos por 

a ni (i = x,y,z) (2.2.1) 

en donde el índice i indica el eje al cual son paralelas y convendremos en asignarles signo 
positivo si son de tracción y negativo si se trata de compresión. 
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Figura 2.2. 


Las tensiones tangenciales las representaremos por 


t = (2.2.2) 

indicando el primer subíndice i la dirección normal al plano en que actúa y el segundo./ la 
dirección del eje al cual es paralela. En cuanto al signo de las tensiones tangenciales, 
diremos que son positivas cuando actuando en una cara vista (Fig. 2.2) tienen el sentido 
positivo de los ejes coordenadas. 

Sobre las caras del paralelepípedo elemental, dado que sus dimensiones son muy 
pequeñas, admitiremos que los esfuerzos que se ejercen sobre ellas debidos a las tensiones 
se encuentran uniformemente repartidas, por lo que podremos suponer que la resultante 
de estas fuerzas que actúan en cada cara pasa por el centro de gravedad de la misma. 
Estas fuerzas de superficie son infinitésimos de segundo orden. 

Las fuerzas de volumen, si las hay, las consideraremos despreciables por tratarse de 
infinitésimos de tercer orden. 

Este paralelepípedo se encuentra en equilibrio. De la condición de ser nula la resultan¬ 
te de las fuerzas de superficie ejercidas sobre sus caras, ya que las fuerzas de volumen son 
infinitésimos de orden superior, se deduce que las fuerzas sobre dos caras opuestas son 
iguales y de signo opuesto y. por tanto, las tensiones, ya que las áreas de dos caras 
opuestas son iguales. . 

Los esfuerzos cortantes sobre caras opuestas constituyen pares de fuerzas. El equilibrio 
exige que sea nulo el momento resultante (téngase presente que estamos estudiando 
equilibrio de fuerzas, no de tensiones, por lo que habrá que multiplicar cada x u por el área 
de la cara respectiva). 
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M x = O ; x y . dx dz dy — x :y dx dy dz = O ) 

M y = O ; x zx dx dy dz — x x . dy dz dx = O > (2.2.3) 

M, = O ; T xy dy dz dx - x yx dx dz dy = O j 

De estas ecuaciones se deduce: 

V- = T -- y i L-* = x x; ; x xy = x yx (2.2.4) 

igualdades que expresan una importante propiedad de la tensión cortante: las componen¬ 
tes de las tensiones cortantes en un punto correspondientes a dos planos perpendiculares, 
en la dirección normal a la arista de su diedro, son iguales (teorema de reciprocidad de las 
tensiones tangenciales). El sentido es tal que considerando un diedro recto, ambas se 
dirigen hacia la arista o ambas se separan (Fig. 2.3). 

Se observa que de los 18 valores de las componentes de los vectores tensión correspon¬ 
dientes a las seis caras del elemento cúbico considerado (tres por cada cara), solamente 
hay seis valores independientes. 


<v V T s* x *r (2-2.5) 

Veamos que conocidos estos seis valores queda determinado el vector tensión corres¬ 
pondiente a cualquier orientación. 

En efecto, consideremos un tetraedro elemental como entorno de un punto P interior 
del prisma mecánico, según se indica en la Figura 2.4. 

Sean a x . a y , a.. las componentes del vector tensión a en la cara ABC de área díl y 
expresémoslas en función de los seis valores (2.2.5) y de las componentes a, ¡I, y * del vector 
unitario u según la normal a dicha cara. 

Las áreas de las caras del tetraedro paralelas a los planos coordenadas son las 
proyecciones ortogonales del área r/Q del triángulo ABC. es decir, tienen de valores ocdíi, 
pdCl y ydíl. respectivamente. 

Para que el tetraedro esté en equilibrio, la suma de componentes paralelas a cada eje 
debe ser nula. Recordemos que los momentos eran infinitésimos de tercer orden, así como 
las fuerzas de volumen, por lo que no aparecen en las ecuaciones de equilibrio. 




Figura 2.3. 


* x, P, y son los cosenos directores de la recta perpendicular al plano determinado por los tres pun¬ 
tos A. B. C. 
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Planteando las condiciones de equilibrio del tetraedro, se tiene: 

a x dCl = o nx adQ + z xy PdCl + z. x ydíl 
a y dSl = z xy xdíl + a ny /idCl + z y . ydíi 
a. í/Q = t. x adSl + z y . pdCl + o„. ydíl 


Se puede expresar este sistema de ecuaciones en forma matricial 

/°Á K, \ /a 

v r 

W W v <T »--/ \y 

o bien simbólicamente 

[í] = [7-] [S] 

La matriz 

;::::) 


( 2 . 2 . 6 ) 


(2.2.7) 


( 2 . 2 . 8 ) 


(2.2.9) 


que es simétrica y depende exclusivamente de los seis valores (2.25) se llama matriz de 
tensiones. 
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Las expresiones (2.2.7) o (2.2.8) indican que se obtiene la matriz del vector tensión 
correspondiente a un determinado plano multiplicando la matriz de tensiones por la 
matriz del vector unitario normal a dicho plano. 

Se deduce de ello que el estado tensional en el interior de un sólido elástico es 
conocido, si lo es en todos sus puntos la matriz de tensiones. 


2.3. Condiciones necesarias entre las componentes de la matriz 
de tensiones. Ecuaciones de equilibrio 


Fijado un triedro de referencia Oxyz, las componentes de la matriz de tensiones en un 
punto serán, en general, función de las coordenadas de dicho punto. Sin embargo, los 
valores que toman estas componentes no pueden ser arbitrarios, ya que siendo/, la fuerza 
por unidad de volumen de componentes (A\ Y, Z ). el planteamiento del equilibrio estático 
en el paralelepípedo elemental de la Figura 2.5 interior al sólido nos conduce a: 


VOnx . ¿Lo 
dx dy 


Z + 


dz xy 

dx 

d z. x 
dx 


d a n> . 
dy 

£lr* 

dy 


dz 


^ = 0 
dz 


(2.3.1) 


Estas ecuaciones traducen las condiciones necesarias de equilibrio y son llamadas 
ecuaciones de equilibrio interno. Como se ve, no bastan para la determinación de las 
componentes de la matriz de tensiones: son tres ecuaciones diferenciales en derivadas 
parciales de primer orden y seis el número de incógnitas. 

Pero también se tiene que verificar el equilibrio en los puntos de la superficie del sólido 
elástico. Si/ n es la fuerza por unidad de superficie exterior de componentes (X, Y , Z), es 



Figura 2.5. 
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evidente que la tensión en los puntos de dicha superficie exterior dada por (2.2.7) ha de 
coincidir con f Q . Las ecuaciones que traducen esta condición 

X = o nx a + x xy P + t, x y 

Y = x xy a + o ny p+x n y (2.3.2) 

Z = t 2X a + i yz P + a„, y 

son las ecuaciones de equilibrio en el contorno. 

Para la determinación de las componentes de la matriz de tensiones, conocidas las 
distribuciones/ v yf n , es necesario hacer intervenir la deformación elástica del cuerpo, de 
cuyo estudio nos ocuparemos en el próximo capítulo. 

2.4. Cambio del sistema de referencia 

Consideremos un punto P interior de un prisma mecánico y sea [T] la matriz de tensiones 
referida a una terna de ejes trirrectangulares Pxyz. Sea asimismo |T*] la matriz de 
tensiones referida a otra terna Px*y*z *, de ejes también trirrectangulares. Sean w,* (a,, /?,, 
y,), »,* (a 2 , /i 2 , y 2 ), u 3 * (a 3 , P 3 , y 3 ), los vectores unitarios que definen las direcciones de los 
ejes del segundo sistema, cuyas componentes están referidas al primero, como se indica en 
la Figura 2.6. 

Cualquier vector PA se puede expresar respecto a uno y otro sistema mediante la 
expresión trinomia correspondiente 

r = PA= .xm, + yu 2 + zu 3 = x*u,* + y*u 2 * + z*u 3 * (2.4.1) 

Proyectando esta expresión sobre los ejes del sistema Pxyz , se obtienen las siguientes 
ecuaciones 

f x = a, x* + a 2 y* + a 3 z* 

| y = p t x* + p 2 y* + P 3 z* (2.4.2) 

l z = y, x* + y 2 y* + y 3 z* 

que nos dan las coordenadas del punto A respecto del sistema Pxyz en función de las 
correspondientes respecto del sistema Px*y*z*. 



Figura 2.6. 
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Estas ecuaciones se pueden expresar matricialmente 



o bien, simbólicamente 

[r] = [/?] [r *] 


(2.4.3) 


(2.4.4) 


en donde [/?] es la matriz del cambio de ejes que, como sabemos, es una matriz ortogonal. 

Veamos qué relaciones existen entre las matrices de tensiones [T] y [7”*] que definen 
el estado tensional del prisma mecánico, pero respecto de sistemas de referencia distintos. 

El vector tensión correspondiente a un plano 7r, cuya orientación viene definida por un 
determinado vector unitario, se puede obtener, según sea la referencia adoptada, mediante 
las ecuaciones 


[í] - IT] [«] ; [£*] = [7-*] [£*] (2.4.5) 

estando relacionadas las matrices del mismo vector tensión mediante la matriz del cambio 
de ejes 


[í] = [K] [í*] (2.4.6) 

Por otra parte, las componentes del vector unitario respecto de ambos sistemas de 
referencia están ligadas por la relación 

[«] = [K] [«*] (2.4.7) 

que nos permite obtener de forma inmediata la ecuación inversa, teniendo en cuenta que 
por ser ortogonal la matriz del cambio de ejes, su inversa es igual a su traspuesta *. 

[«•] = [K] T [»] (2.4.8) 

Teniendo en cuenta las expresiones (2.4.6), (2.4.5) y (2.4.8), podemos poner 

[Í] = [*] [£•] = m [7**] [«*] = [/?] [7-*] IRY [«] (2.4.9) 

Comparando esta última expresión con la (2.4.5) se obtiene la relación que buscába¬ 
mos, es decir, la relación que existe entre las matrices de tensiones que definen el estado 
tensional en los puntos de un prisma mecánico, referidas a sistemas de referencia distintos. 

[r] = [7?][r*][/?] r o bien [r*] = [/?] 7 [T][/?] (2.4.10) 


La demostración de las propiedades de las matrices ortogonales se hará en ei Epígrafe 3.2. 
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2.5. Tensiones y direcciones principales 

Aplicando la expresión (2.2.8) se obtiene, en un punto P, el vector tensión correspondiente 
a la orientación definida por el vector unitario ií. Cabe preguntarnos si existirá algún 
plano tal que su vector tensión sea perpendicular a él. Si existe, se tendrá que verificar 

[7'] [u] = <x[i7] (2-5.1) 

o bien, pasando al primer miembro 

[7--<tI][u] = [6] (2.5.2) 

siendo [1] la matriz unidad y a un escalar. 

Esta ecuación matricial da lugar a un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres 
incógnitas: 

( (o nx - a) tx + x XJ p + x. x y = 0 

| r xy a + lo ny -o)/l+ x y . y = 0 (2.5.3) 

(. x. x a + x y . P + (<t„. - a) y = 0 

cuya condición de compatibilidad es: 

o„ x - o x xy x. x 

° ny - a T r* =0 (2.5.4) 

X-x X y: °n: ~ ° 

determinante que desarrollado es una ecuación cúbica en a llamada ecuación característi¬ 
ca o secular. Las raíces de esta ecuación, que no son otra cosa que los valores propios de 
la matriz [T], reciben el nombre de tensiones principales , y las direcciones correspondien¬ 
tes direcciones principales. 

Los valores de las tensiones principales son independientes del sistema de referencia 
adoptado. Quiere esto decir que las raíces de la ecuación característica son invariantes. Al 
ser constante el coeficiente de o 3 , también lo serán los restantes coeficientes. 

Como la ecuación se puede poner en la forma 

— o 3 + I,o 2 -I 2 o + I 3 = 0 (2.5.5) 

se deducen los siguientes invariantes: 

El primero 


/i = °nx + 0ny + a *-- 


(2.5.6) 
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llamado invariante lineal o tensión cúbica indica que en un punto interior a un sólido 
elástico la suma de las tensiones normales según las direcciones de los ejes de cualquier 
triedro trirrectángulo, es constante. 

El segundo 

¡2 = Onx + <7„, °nz + °nz ~ ~ T_-x ~ Ú, (2.5.7) 

se denomina invariante cuadrático. 

El tercero 

7 3 = \T\ (2.5.8) 

nos indica que el determinante de la matriz de tensiones, en cada punto del sistema 
elástico, es otro invariante. 

Al ser de tercer grado la ecuación característica, se puede asegurar la existencia como 
mínimo de una raíz real <x,, es decir, existe por lo menos una dirección principal de la 
matriz [7*]. 

Supongamos realizado un cambio de coordenadas de tal forma que tomemos la 
dirección principal correspondiente a la raíz real a, como eje Ox (Fig. 2.7). En este caso la 
matriz toma la forma 



ya que al multiplicar la matriz [7”] por el vector unitario en la dirección de 0.*, el vector 
tensión que resulta tiene la misma dirección (puesto que es principal) y de módulo a.. 
Las tres raíces de la ecuación característica: 

(Tt - a 0 0 

\T'-al\= 0 a' ny -a x' y . =0 (2.5.10) 

0 T' y . a'„. - a 



Figura 2.7. 
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son invariantes. Una de ellas es a = <r,„ que ya conocíamos. Las otras dos son las de la 
ecuación de segundo grado 

a 2 - {a' ny + a' n: ) a + o' ay a' nz - x' 2 , = 0 (2.5.11) 

que son reales, ya que su discriminante es siempre mayor o igual a cero. 

(a' ny + a' ni ) 2 - 4 (a' ny a' n . - x' 2 : ) = (a' ny - <r'„,) 2 + 4 x' 2 0 . (2.5.12) 

Queda demostrado con esto que en todo punto interior de un sólido elástico existen, si 
el determinante de la matriz de tensiones es distinto de cero, tres direcciones principales. 
En los planos perpendiculares a estas direcciones los vectores tensión correspondientes 
sólo tienen componente normal, careciendo, por consiguiente, de componente tangencial. 

Las tensiones principales son los valores propios o autovalores de la matriz de 
tensiones y las direcciones principales las definidas por los autovectores de dicha matriz. 

Veamos que las tres direcciones principales son ortogonales entre sí. En efecto, consi¬ 
deremos dos raíces <r, y <r 2 de la ecuación característica. Sean u , y u 2 los dos vectores que 
definen las dos direcciones principales correspondientes 

|T][H|] = *.[«.] (2 5 13) 

[n[S 2 ] = ^[« 2 ] 

Multiplicando escalarmente por u 2 la primera ecuación, por ¡í, la segunda y restando 
miembro a miembro, se tiene 

[«2] r [n[M.]-[«.] T [n[« 2 ] = [«2] T ff. [M|] - C«l] T ^2 C« 2 ] (2.5.14) 

en donde el superíndice T indica matriz traspuesta. 

Por la propiedad distributiva del producto escalar de dos vectores 

[Ü 2 ] T [n[í I ] = ([n[S,]) T [S 2 ] = [S»] T cn r [« 2 ] (2-5.15) 

Al ser la matriz de tensiones simétrica se verifica [T] = \T~\ T y, por tanto, el primer 
miembro de (2.5.14) es nulo. 

Basándonos en la misma propiedad del producto escalar, el segundo miembro se 
puede expresar así 


0 = {(jy — o 2 )u t -u 2 (2.5.16) 

Como, en general, las dos raíces a¡ y <r 2 serán diferentes, se deduce de esta expre¬ 
sión que 


u r u 2 


= 0 


(2.5.17) 


es decir, las direcciones principales forman un triedro trirrectángulo. 
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Figura 2.8. 


Tomando como sistema de referencia el triedro correspondiente a las direcciones 
principales, la matriz de tensiones se reduce a su forma diagonal 


/<t, 0 0\ 

0 <x 2 0 

\ 0 0 a ¡ ) 


(2.5.18) 


en la que los términos de la diagonal principal son precisamente los valores de las 
tensiones principales. 


2.6. Elipsoide de tensiones de Lame 

Sea P un punto interior de un sólido elástico. Veamos cuál es el lugar geométrico de los 
extremos de los vectores tensión correspondientes a todos los planos que pasan por dicho 
punto. 

Para el cálculo de este lugar tomaremos un triedro de referencia con origen en el punto 
y ejes coincidentes con las direcciones principales. Llamemos x, y, z las coordenadas del 
extremo del vector tensión a correspondiente a una dirección u (a, /?, y), que no son otra 
cosa que las componentes de a (Fig. 2.9a). 

Si ff¡, <t 2 , <x 3 son las tensiones principales, en virtud de (2.2.7) y (2.5.18) podemos poner 



de donde: 


x = ff, a 


y = a 2 P 


z = ff 3 y 


( 2 . 6 . 2 ) 
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Eliminando a, /(, y entre estas ecuaciones y la relación or + ¡i 2 + y 1 - 1, se obtiene 



(2.6.3) 


que indica que el lugar geométrico buscado es un elipsoide que se denomina elipsoide de 
tensiones o elipsoide de Lamí cuyos ejes son coincidentes con las direcciones principales 
(Fig. 2.9 b). 

Vemos que los invariantes están relacionados con el elipsoide de Lamé. I , es igual a la 
suma de los tres semiejes. I 2 es proporcional a la suma de las áreas de las tres elipses que 
intercepta el elipsoide con los planos principales, e / 3 es proporcional al volumen del 

elipsoide. , . 

Son de interés algunos casos particulares que se pueden presentar, según los valores 
relativos de las tensiones principales. 

Si son dos iguales, por ejemplo ct, = a 2 ^ o 3 , el elipsoide es de revolución. En este 
caso está definida la dirección principal correspondiente a la tensión principal <t 3 , que 
coincide con el eje de revolución del elipsoide, pero las otras dos están indeterminadas: 
cualquier dirección situada en el plano normal al eje de revolución es dirección principal. 

Si las tres son iguales, o l = <x 2 = el elipsoide se reduce a una esfera: cualquier 
dirección es dirección principal. Por consiguiente, cualquier terna de ejes trirrectangulares 
constituye un sistema de ejes principales. 

También presentan interés los casos en los que se anulan una o dos tensiones prin¬ 
cipales. Veamos cómo degenera en cada caso el elipsoide de Lamé. 

Si una tensión principal es nula, por ejemplo, <r 3 = 0, las coordenadas (.y, y, z) del 
extremo del vector a correspondiente a un plano cuyo vector normal es u (a, /i, y), 
verificarán: 
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( g | O 0\ / a\ / ir, 
o ff 2 o /? = \g 2 P 

O O 0/ \y) \ O I 


es decir: 


x = a,a ; v — g 2 I¡ ; z = O 


(2.6.4) 


Ahora, es posible eliminar a y /? entre estas ecuaciones y la que expresa que el vector u 
es unitario, a 2 + p 2 + y 2 = 1, quedando: 



(2.6.5) 


que representa a una elipse de longitudes de semiejes a t v l - y 2 y o ls f\ - y 2 en el 
plano z = 0. Como y 2 varía entre 0 y 1, el elipsoide de Lamé degenera en una super¬ 
ficie plana situada en el plano correspondiente a la tensión principal nula y limitada por la 
elipse que tiene de longitudes de semiejes los valores de las dos tensiones principales no 
nulas. Se trata de una curva de las llamadas curvas de Peano, que son aquellas que llenan 
un área (Fig. 2.10a). 




Figura 2.10. 
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En el caso que se anulen dos tensiones principales, por ejemplo, a 2 = o 3 = 0, se tendrá: 


es decir: 


/ff, 0 0 

0 0 0 

\ 0 0 0 




>’ = 0 


( 2 . 6 . 6 ) 


El elipsoide de Lamé degenera en este caso en un segmento de longitud 2<r, coinciden¬ 
te con el eje correspondiente a la tensión principal no nula y centrado respecto del pun¬ 
to P (Fig. 2.106). 

Con el elipsoide de Lamé vemos cómo se distribuye el módulo del vector tensión en un 
punto P para los planos pertenecientes a la radiación de vértice dicho punto. Pero no nos 
es posible averiguar el signo que tiene, debido a ser P centro de simetría, ni siquiera el 
plano al que corresponde cada a. 


2.7. Cuádricas indicatrices de tensiones 

Para cada plano n que pasa por un punto P de un sólido elástico consideremos un punto 
M sobre la normal exterior, tal que 

PKi= -)= ■ u (2.7.1) 

vhl 

Veamos cuál es el lugar geométrico de M al variar u. Tomemos un triedro de 
referencia con origen en P y de ejes las direcciones principales. 

La tensión normal para un plano n definido por u (a, /?, y) tiene por expresión: 

a H = o-u = [ér] T [«] = 

= (ff,a a 2 p a 3 y) ^/?j= ff,a 2 + a 2 ¡i 2 + a 3 y 2 (2.7.2) 



Figura 2.11. 
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Las coordenadas de M (x y z ) son: 

« P 

\/W ' y s/K\' 

Eliminando a, p, y entre (2.7.2) y (2.7.3) se tiene 

<*„ = x 2 Kl + .V 2 K 

de donde: 

1 2 1° 
o-, x- + a 2 y + a y z = i- 

I o 

Esta ecuación nos indica que el lugar de M se compone de dos cuádricas coaxiales, 
cuyos ejes tienen precisamente las direcciones principales, que llamaremos cuádricas indi- 
catrices de tensiones. 

Discutamos la naturaleza de estas cuádricas según los signos de las tensiones principa¬ 
les, considerando en lo que sigue que las tensiones a¡, a 2 . a 3 están ordenadas en sentido 
decreciente, es decir, <x, ^ o 2 <r 3 . 

1. " Las tres tensiones principales son positivas (Fig. 2.12). 

Para: c = +1 se tiene un elipsoide real. 

Para: c = - 1 se tiene un elipsoide imaginario. 

Las cuádricas indicatrices se reducen, por tanto, a un elipsoide real. Al ser siempre 
c = + 1 se deduce que la tensión normal para cualquier plano n es positiva, por lo que el 
sólido elástico estará sometido, en P. a tracción en todas las direcciones. 

2. ° Dos tensiones principales son positivas y una negativa (Fig. 2.13). 

Para c = + 1 se tiene un hiperboloide de una hoja y para c = - 1 un hiperboloide de 
dos hojas. 

Según los planos n. cuyas normales cortan al hiperboloide de una hoja, el sólido 
elástico está sometido a tracción {o n > 0). Por el contrario, si la normal al plano corta al 
hiperboloide de dos hojas el sólido elástico está sometido a compresión (<t„ < 0 ). 

Observamos en la misma figura que el cono asintótico, de ecuación 

<r¡ x 2 + o 2 y 2 + <r 3 : 2 = 0 (2.7.5) 

divide al espacio en dos zonas tales que para los planos n cuyas normales son exteriores a 
este cono el sólido elástico está sometido a tracción, y si son interiores, a compresión. 


y 


I + *3 Z 2 H 


(2.7.3) 


(2.7.4) 
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Figura 2.13. 


Para los planos cuyas normales coincidan con las generatrices del cono asintótico la 
tensión normal es nula y, según esos planos, el sólido está sometido a cortadura pura. 
3.° Una tensión principal es positiva y dos negativas (Fig. 2.14). 

Para c = + 1 se tiene un hiperboloide de dos hojas y para c = - 1 un hiperboloide de 
una hoja. 



i 


Figura 2.14. 
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La discusión es análoga al caso anterior. 

4." Las tres tensiones principales son negativas (Fig. 2.15). 

Para c = +1 se tiene un elipsoide imaginario, mientras que para c = — 1 se tiene un 
elipsoide real. 

La cuádrica indicatriz es, en este caso, también un elipsoide real pero se diferencia del 
primer caso en que <x„ es negativa e indica, por tanto, que el sólido elástico está sometido 
en ese punto a compresión en todas las direcciones. 

Con la cuádrica indicatriz podemos calcular el vector tensión que corresponde a un 
plano n definido por el vector unitario normal u( a, /?, y). 

En efecto, el vector a relativo al plano n es 


o = <r, olX + a 2 pj + a 3 yk (2.7.6) 

El plano ri conjugado con la dirección w respecto a la cuádrica indicatriz es paralelo al 
tangente en el punto A de intersección de ü con la cuádrica y tiene por ecuación 

*fx + pf, + yf'z = 0 (2.7.7) 


es decir. 


o j a.x + a 2 fty + <r 3 yz = 0 (2.7.8) 

Observando las expresiones (2.7.6) y (2.7.8) se deduce que a es perpendicular a ri. 

Basándonos en esta particularidad podemos obtener gráficamente la tensión a que 
corresponde a un plano n, o bien el plano n que corresponde a una tensión a. En las 
Figuras 2.17 y 2.18 se resuelve este problema en los casos que se indican, según el signo de 
las tensiones principales *. El plano que contiene estas figuras es, en cada caso, el que pasa 
por P y es perpendicular a n y a ri, es decir, el plano que contiene au yac. 



Figura 2.15. 



Dibuje el lector las figuras análogas correspondientes al caso a, > 0; a 2 < 0; a 3 < 0. 
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a) a, > 0; <ij > 0; ffj > 0 


b) o | < 0 ; a2 < 0 ; a¡ < 0 


Figura 2.17. 


Analíticamente, este plano / tendrá como vector característico el producto vectorial 
( ff 3 - a 2)Py¡ + (o\ ~ ff 3 )V a / + (o 2 - <7i)a pK 


i i k 

a li y 
ff,a a 2 p a 3 y 


por lo que su ecuación será 

Á = (a 3 - a 2 )pyx + (a, - o 3 )ytxy + ( a 2 - <t, ) a ¡te = 0 (2.7.9) 



Figura 2.18. 
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Pues bien, las representaciones gráficas que se consideran (véanse las Figs. 2.17 y 2.18) 
se hacen en este plano. Su intersección con las cuádricas indicatrices vendrán dadas por el 
sistema 


f ai x 2 + a 2 y 2 + a 3 z 2 = ±1 

U-o 


(2.7.10) 


mientras que la intersección con el elipsoide de Lamé viene dada por 


fr r i: 
< a\ + a\ + a\ 
( A = 0 


(2.7.11) 


Es evidente que el interés de la resolución gráfica descrita, para obtener el vector 
tensión correspondiente a un determinado plano n , no pasaría de tener un interés mera¬ 
mente académico si no fuera por la facilidad de obtener las cónicas definidas por los 
sistemas (2.7.10) y (2.7.11) mediante ordenador. 

Cuando se anula alguna de las tensiones principales, las cuádricas indicatrices degene¬ 
ran. Estudiemos los casos que se pueden presentar. 

l.° Si se anula una tensión principal, por ejemplo a 3 , la ecuación de las cuádricas 
indicatrices se reduce a la forma 


<t, x 2 + o 2 y 2 = ± 1 (2.7.12) 

Si las dos tensiones principales no nulas tienen el mismo signo, esta ecuación represen¬ 
ta un cilindro elíptico (Fig. 2.19), que es real para +1 cuando las dos tensiones son 
positivas, o para - 1 cuando ambas son negativas. 

Si son de distinto signo, la ecuación (2.7.12) representa dos cilindros hiperbó¬ 
licos (Fig. 2.20). 
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Figura 2.21. 


2.° Si se anulan dos tensiones principales, la ecuación de las cuádricas indicatrices se 
reduce a la forma 

a, x 2 = ±1 (2.7.13) 

que representa dos planos paralelos al plano yz (Fig. 2.21) de ecuaciones 

U/íx+DU/íx-U-O (2.7.14) 

2.8. Cuádricas directrices de tensiones 

Veamos ahora cuál es el lugar geométrico de los puntos M (Fig. 2.22) tales que 

PM— —Tf= ( 2 - 8 . 1 ) 

vkl 

Tomando como triedro de referencia el de ejes coincidentes con las direcciones princi¬ 
pales. tenemos las expresiones ya conocidas 

a = <x,aT + o 2 Pj + tr 3 y£ 
a„ = <x, a 2 + a 2 p 2 + a 3 y 2 



Figura 2.22. 
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Si (x, y, z) son las coordenadas de M 


a 2 ¡i 


n/KÍ ' ’ vH ’ \/W 

Eliminando a, p , y entre estas tres ecuaciones y la que da a„, se tiene 

^ = 0 , W + 4 Kl + *3 ¿5 hl 


( 2 . 8 . 2 ) 


de donde el lugar buscado tiene por ecuación 



que representa dos cuádricas coaxiales cuyas direcciones de los ejes comunes son las 
direcciones principales y que denominaremos cuádricas directrices de tensiones. 

Por análogo razonamiento al seguido en la discusión de la naturaleza de las cuádricas 
indicatrices, podemos afirmar que las cuádricas directrices serán: 


a) Un elipsoide real y otro imaginario, si las tres tensiones principales tienen el 
mismo signo. 

b) Un hiperboloide de una hoja y otro de dos hojas, ambos con cono asintótico 
común, si dos tensiones tienen el mismo signo y la restante el opuesto. 


Las conclusiones a que se llega en los casos en que las tres tensiones principales tengan 
el mismo signo son las mismas que las obtenidas en el estudio de las cuádricas indicatrices, 
puesto que en ambos casos las cuádricas directrices se reducen a un elipsoide real para 
c = + 1. si son positivas las tres tensiones principales, o bien c = - 1 cuando son negati¬ 
vas. En el primer caso se deduce que para todos los planos n de la radiación de vértice el 
punto que estamos considerando rs n > 0, es decir, el prisma mecánico trabaja, en ese 
punto, a tracción en todas las direcciones. Si c = — I. o„ < 0, el sólido elástico, por el 
contrario, trabaja a compresión. 

Cuando las tensiones principales tienen distinto signo, los dos hiperboloides, uno de 
una hoja y el otro de dos, admiten el cono asintótico común. 



c, ct 2 <t 3 


Ahora, la interpretación física es la siguiente: aquellos planos a los que corresponden 
unos vectores tensión cuya línea de acción corte al hiperboloide que se obtiene para 
c = + 1, trabajan a tracción. Si, por el contrario, la línea de acción corta al hiperboloide 
c = — 1, en los planos correspondientes el sólido elástico trabaja a compresión. 
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Si la línea de acción de a coincide con una generatriz del cono asintótico, el plano 
correspondiente trabaja a cortadura pura. 

Como, según vimos en el estudio de las cuádricas indicatrices, los planos que trabajan 
a cortadura pura son aquellos cuyas normales coinciden con las generatrices de su cono 
asintótico, se deduce que las generatrices de los conos asintóticos de las cuádricas indica¬ 
trices y directrices son perpendiculares entre sí (Fig. 2.23). 

Con las cuádricas directrices podemos obtener el plano n que corresponde a un vec¬ 
tor a. 

En efecto, el plano ri conjugado con la dirección de a respecto de las cuádricas 
directrices tiene de ecuación: 


ai*f'x + <r2Pf'y + a 3yfz = ° (2-8.5) 

en donde/ es la función (2.8.3) que representa dichas cuádricas. 

Sustituyendo la expresión de las derivadas/' se tiene 

ax + ¡¡y + yz = 0 (2.8.6) 

Este resultado indica que la tensión n corresponde a un plano paralelo al plano ri 
tangente a la superficie directriz en el punto B en que es cortada por la línea de acción de 
dicha tensión a. 

En la Figura 2.24 se indica cómo se procede en los casos de tener las tres tensiones 
principales el mismo o distinto signo. 


2.9. Representación gráfica plana de las componentes intrínsecas 
del vector tensión en un estado tensional tridimensional. 

Círculos de Mohr 

Los vectores tensión correspondientes a los infinitos planos que pasan por un punto 
son susceptibles de una representación gráfica plana por medio de sus componentes 
intrínsecas. 



Figura 2.23. 
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Estas circunferencias tienen, por tanto, su centro común en el punto de coordenadas 
* — . 0^, referidas a un sistema cartesiano rectangular en cuyo eje de abscisas se 

representan valores de a n y en el eje de ordenadas los correspondientes a t. 

Para a = 0 se obtiene: 


(C.) 


al + t 2 - <T n (<T, + a 3 ) + a 2 a 3 = 0 


(2.9.3) 


circunferencia que corta al eje <x„ en dos puntos diametralmente opuestos de abscisas a 2 y 
ff 3 , respectivamente. En este caso la normal ¡1 se mueve en el plano principal yPz. 

Procediendo de una forma análoga, eliminando a 2 y y 2 , para /i = constante, se tiene: 


(c 2 ) al + t 2 - aja, + a 3 ) + a, a 3 + p 2 (a, - a 2 )(a 2 - a 3 ) = 0 (2.9.4) 


familia de circunferencias concéntricas de centro ^ ' 7| + gj . oj, que para p = 0, es decir, 
moviéndose w en el plano principal xPz , se reduce a: 


(C 2 ) 


al + t 2 - aja, + a 3 ) + a, a 3 = 0 


(2.9.5) 


circunferencia que corta al eje a n en puntos de abscisas cr, y r¡ 3 . 
Finalmente, haciendo y = constante, eliminando a 2 y /r se llega a: 


(c 3 ) al + t 2 - aja, + a 2 ) + a, a 2 + y 2 (<r 2 - a 3 )(a 3 - a,) = 0 (2.9.6) 


ecuación asimismo de otra familia de circunferencias con centro común en el punto 
/ ir, + g ; ^ 0 \ q ue p ara y _ q es decir, moviéndose u en el plano xPy, se reduce a: 


(C 3 ) 


al + t 2 - aja, + a 2 ) + a, a 2 = 0 


(2.9.7) 


Suponiendo a, > a 2 > a 3 , hipótesis que no resta generalidad a nuestro estudio, pode¬ 
mos representar gráficamente en el plano (<t„, t) las componentes normal y tangencial de la 
tensión para cualquier orientación (Fig. 2.25). 
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Figura 2.25. 


Los tres círculos C¡ (/' = 1, 2, 3) se denominan círculos fundamentales de Mohr. 
Veamos que en esta representación gráfica el punto M representativo de la tensión 
para una determinada orientación de las infinitas que se pueden considerar, pertenece al 
área sombreada de la Figura 2.25, es decir, que este punto es interior al círculo de Mohr 
mayor y exterior a los dos menores. 

En efecto, la expresión (2.9.2) se puede poner en la forma 

[Y*. - ^ + t 2 - (^Y —) J = “ a i) (2-9.8) 

en donde lo contenido en el interior del corchete representa la diferencia de cuadrados de 
la distancia de M al centro de C, y de su radio, o sea, la potencia de M respecto a C,. 
Como hemos supuesto o¡ > a 2 > a y 


-a 2 («r 3 - ff,)(ff, — <t 2 ) > 0 


(2.9.9) 


la potencia es positiva y M es exterior a C,. 
Análogamente 


-/? 2 (<7, - ff 2 )(ff 2 - ct 3 ) < 0 


(2.9.10) 


La potencia de M respecto a C 2 es negativa y, por tanto, M es interior a este círculo. 
De la misma forma: 


-}' 2 (02 - a 3)(°3 — o - ,) > o 


(2.9.11) 


la potencia de M respecto a C 3 es positiva, lo que indica que M es exterior a C. 
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Queda demostrado, pues, que el punto M tiene que pertenecer al área sombreada de la 
figura. 

Por tanto, fijado un punto M, veamos cómo vienen representados en el diagrama de 
Mohr los parámetros que definen la orientación del plano n correspondiente. 

Consideremos el punto H de intersección de la circunferencia c l que pasa por M con 
C 2 (Fig. 2.26). Este punto tiene la misma potencia que M respecto de C,, por pertenecer 
ambos a una circunferencia concéntrica con ella. 

Según (2.9.9) la potencia de M respecto a C, tiene por expresión 

P, = — a 2 («x 3 - - a 2 ) (2.9.12) 

Por otra parte, podemos expresar esta potencia en la forma siguiente: 

P, = HN-HF = IE HF = (<r, - a 2 ) eos & («x, - <x 3 ) eos a (2.9.13) 

siendo a el ángulo indicado en la Figura 2.26. 

Comparando estas dos expresiones se deduce 

eos 5c =+a (2.9.14) 

es decir, & es el ángulo que forma con la dirección principal correspondiente a la tensión 
<t, la normal al plano cuya tensión viene representada por el punto M en el diagrama de 
Mohr. 

Consideremos ahora el punto K de intersección de la circunferencia c 3 , que pasa por 
M, con C 2 . 

Según hemos visto, la potencia de K respecto de la circunferencia C 3 es 

= -)' 2 (<*2 - ^)(^3 ~ ^i) (2.9.15) 



Figura 2.26. 
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o también 


P 3 = KL- KD = JE-KD = (a 2 - <x 3 ) eos y (<t, - <r 3 ) eos y (2.9.16) 

de donde eos )>=+}’ (2.9.17) 

es decir, el ángulo ‘y es el ángulo que forma con la dirección principal correspondiente a la 
tensión a 3 la normal al plano cuya tensión viene representada por el punto M en el 
diagrama de Mohr. 

También podemos obtener mediante la representación plana de Mohr el ángulo p que 
la normal al plano n forma con la dirección principal correspondiente a la tensión 
intermedia a 2 . 

Consideremos la circunferencia c 2 que pasa por M y sean D y J los puntos de 
intersección con los círculos fundamentales C, y C 3 , respectivamente (Fig. 2.27). 

La potencia de M respecto de C 2 es la misma que la del punto D y, en este caso, tiene 
por expresión 


P 2 = - P 2 (o 2 - a 3 ) (a , - a 2 ) (2.9.18) 

Como P 2 = -DC DE = -DC-BF = ~(a 2 - <r 3 ) eos fi (<r, - a 2 ) eos /?, se deduce: 


eos p=±p (2-9.19) 

es decir, p es el ángulo que la normal al plano [al que corresponde el vector tensión cuyas 
componentes intrínsecas son las coordenadas del punto M (a„, t)] forma con la dirección 
correspondiente a a 2 . „ 

Compruebe el lector que obtenemos también el ángulo p uniendo el punto J con el 
punto A, es decir, A = fi. 



Figura 221 . 
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Vemos, por consiguiente, que conocido el punto M cuyas coordenadas son las compo¬ 
nentes intrínsecas de a , podemos obtener gráficamente los ángulos que la normal al plano 
correspondiente forma con las direcciones principales. 

Pero los círculos de Mohr nos dan aún más información sobre el estado tensional 
de un sólido elástico en un punto del mismo. Por ejemplo, los puntos representativos del 
haz de planos que contienen al primer eje principal pertenecen a la circunferencia C,. Si 0 
es el ángulo que forma la normal exterior con el semieje principal Oy (Fig. 2.28), como u 
(0, eos 0, sen 0) y u' (0, sen 0, —eos 0), se tiene 



(2.9.20) 


a. = <r • u = o, eos 2 0 + a, sen 2 0 = — 


r = a ■ u' = a 2 eos 0 sen 0 - a i ■ sen 0 eos 0 = - 2 ° 3 sen 20 (2.9.22) 

Se puede ver fácilmente que si M es el punto representativo en el círculo de Mohr, el 
ángulo que forma el radio O x M con la dirección positiva del eje de abscisas es precisa¬ 
mente el doble del ángulo 0 que define la orientación del plano correspondiente. 

Para los planos paralelos a la segunda dirección principal (Fig. 2.29) en los que ü 
(eos 0, 0, sen 0) i!' (sen 0, 0, -eos 0), se tiene 




Figura 2.28. 
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t„ = a • u = a¡ eos 2 0 + <x 3 sen 2 0 = . —- H——- eos 29 (2.9.24) 


t = ?•«' = a, eos 0 sen 0 — a 2 sen 0 eos 0 = g ‘ — 2 sen 20 (2.9.25) 


Análogamente, si se consideran los planos paralelos al tercer eje principal (Fig. 2.30), 
para los que u (eos 0, sen 0, 0), i7' (sen 0, -eos 0, 0). se tiene: 


( o | 0 O\/cos0\ /<r, eos 0 

0 <r 2 0 I sen 0 = <r, sen 0 

0 0 aj\ 0 0 


a„ = a ■ u = <r, eos 2 0 + «r 2 sen 2 0 = g| ^ — 2 + —- eos 20 (2.9.27) 


t = í • u' = a, eos 0 sen 0 - ff, sen 0 eos 0 = g| sen 20 (2.9.28) 


Del mismo diagrama de Mohr se obtienen los valores de las tensiones tangenciales 
máximas en cada haz de planos considerado, los planos en que éstas se presentan y las 
tensiones normales correspondientes (Fig. 2.31). 


Según se observa, la tensión tangencial máxima, en valor absoluto, es t 2 


(2.9.29) 
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Figura 2.31. 


2.10. Estados cilindrico y esférico 

Veamos qué conclusiones podemos deducir de lo expuesto en el epígrafe anterior sobre 
los círculos de Mohr en los casos en los que son iguales dos o las tres tensiones 
principales. 

Si son iguales dos tensiones principales, se puede verificar: <r, = a 2 , o bien a 2 = a 2 . 
Si a , = a 2 , la circunferencia C 3 se reduce a un punto y la circunferencia C, coincide 
con C 2 , es decir, el área sombreada de la Figura 2.25 se reduce a la circunferencia C, = C 2 
(Fig. 2.32 b). 
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Figura 2.32. 

En este caso solamente está determinada la dirección principal correspondiente a la 
tensión rincipal (eje r). Del circulo de Mohr se deduce que las componentes intrínsecas 
de los vectores tensión correspondientes a los infinitos planos cuyas normales forman un 
ángulo f con el eje z, tienen los mismos valores. Gráficamente, se obtienen trazando por el 
punto de abscisa a 3 una semirrecta que forma un ángulo •/ con la dirección positiva del 
eje a„. Las coordenadas del punto M, de intersección de esta semirrecta con la circunferen¬ 
cia de Mohr. nos dan las componentes intrínsecas de los vectores tensión correspondientes 
a estos planos. 

El vector tensión correspondiente a cualquier plano n está contenido en el plano que 
contiene al eje r y a la normal exterior a n. En efecto, tomando como eje y el per¬ 
pendicular al eje z y contenido en el citado plano (Fig. 2.33), el vector tensión correspon¬ 
diente al plano 7t sería: 




Figura 2.33. 
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Se observa que el vector tensión a está contenido en el plano yz (Fig. 2.33), ya que se 
anula la componente respecto del eje .x. 

Si <x 2 = tr 3 , el círculo C, se reduce a un punto. Ahora el área sombreada de la Figu¬ 
ra 2.25 se reduce a la circunferencia C 2 = C 3 (Fig. 2.34/»). 

En este caso solamente está determinada la dirección principal correspondiente a la 
tensión principal a¡ (eje x), por lo que el parámetro determinado que define la orientación 
de un plano n es el ángulo a que forma la normal exterior en dicho plano con el eje x. Las 
componentes intrínsecas del vector tensión correspondiente se obtendrán trazando por el 
punto del eje <t„, de abscisa o¡, una semirrecta que forma un ángulo x con dicho eje 
(Fig. 2.34 b). 

Procediendo análogamente a como lo hemos hecho en el caso anterior (cuando 
a, = a 2 ). se comprueba que el vector tensión correspondiente a cualquier plano n está 
contenido en el plano que contiene al eje .x y a la normal exterior a n. 

Como hemos visto, cuando dos tensiones principales son iguales los estados tensiona- 
les correspondientes presentan simetría cilindrica en torno a la única dirección principal 
que está determinada. De ahí que un estado tensional de estas características se denomine 
estado cilindrico. 

Existen estados cilindricos particulares que presentan cierto interés, como son los 
siguientes: 


Tracción simple 

ff 2 = <r 3 = 0 

o 

A 

te 

Compresión simple 

ff, = <r 2 = 0 

a 3 < 0 

Doble tracción 

cr, = a 2 > 0 

ff 3 = 0 

Doble compresión 

a i ~ °i < 0 

<7, = 0 


Si en vez de ser iguales dos, son iguales las tres tensiones principales, el elipsoide de 
Lamé es una esfera, lo que nos indica que todas las direcciones son principales. Los 
círculos de Mohr se reducen a un punto: para cualquier plano n el vector tensión 
correspondiente es normal al plano y carece, por tanto, de componente tangencial. Ade¬ 
más, su módulo es constante. 
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Este estado tensional presenta simetría en torno al punto P que se considera, por lo 
que recibe el nombre de estado esférico. Si el estado en un punto es de equitracción o de 
equicompresión, es decir, los vectores tensión correspondientes a los infinitos planos de la 
radiación de vértice el punto tienen dirección normal al plano y módulo constante, por 
analogía con el estado que existe en un cuerpo sumergido en un líquido, se le denomina 
también estado hidrostático. 

Como más adelante se verá su verdadero significado, tiene interés descomponer la 
matriz de tensiones referida a las direcciones principales, en otras dos de la siguiente 
forma 

fo m 0 0 \ /<t, - a no 0 0 \ 

[T] = 0 <7 no 0 + 0 o 2 - <T nü 0 = [7-J + [7-,] (2.10.2) 

\° 0 <W V 0 0 *3-<w 

A la primera, [TJ, que representa un estado tensional hidrostático, la denominaremos 
matriz esférica de tensiones. A la segunda, [7J, la llamaremos matriz desviadora. 


2.11. Tensiones octaédricas 


Se llaman tensiones octaédricas las tensiones correspondientes a los planos que forman 
ángulos iguales con los tres ejes principales (Fig. 2.35). 

Los vectores tensión a 0 sobre estos planos ya se comprende, por razón de simetría, 
que son iguales en valor absoluto. Su norma es 


Oo = + <tÍ a 2 + <72 ft z + ffj y 2 = 


0\ + 02 + CTj 



Figura 2.35. 
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La expresión de la tensión normal 

a n = <x, a 2 + o 2 p 2 + a 3 y 2 
aplicada a los ocho planos octaédricos 

« = ± —j= ; P = + —7= ; y = + —7= 

v/3 x/3 yi 

da la tensión normal octaédrica 

_G\ + ff 2 + a s 

a n0 -j 

La tensión tangencial octaédrica será 


*o = >/ a o- río = (^1 + ff|.+ «X3) - + + 


\J(o 1 - (T 2 ) 2 + (ff, - < 7 3 ) 2 + ( 0-3 - o -,) 2 


Las componentes intrínsecas de los vectores tensión correspondientes a los planos del 
entorno octaédrico de un punto vienen dadas por las expresiones (2.11.2) y (2.11.3). Como 
vemos, en todas las caras del entorno octaédrico las tensiones normales tienen el mismo 
valor, así como también son iguales los valores de las tensiones tangenciales. 


EJERCICIOS 

2.1. Demostrar que la proyección de un vector tensión <?, correspondiente a un plano de normal n y 
vector unitario ü, sobre la normal n' de otro plano, ambos en un mismo punto I\ es igual a la 
proyección del vector <?', correspondiente al plano de vector unitario ti', sobre la normal n 
(teorema de Cauchy). 

Sea [T] la matriz de tensiones en el punto P. Los vectores tensión correspondientes a los 
planos de normales n y rí serán, respectivamente 

[í] = IX] [ü] ; [<?'] = [T] [ií'] 

Proyectemos 3 sobre u' y 3\ sobre u 

c¿ r ] r [S'] = [S'] T [í] = [S'] r [n[í] 

[¿TC] = dX][S']} r [¡n = [u'] r [7-][«] 

Como [T] es una matriz simétrica [T] = [T] r , los segundos miembros son iguales y, por 
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Al mismo resultado se puede llegar considerando los vectores u (a, p, y) y u' (a’, /?', y'), 
estando sus componentes referidas a los ejes principales 


/<t, 0 

[í] = 0 a 2 

\0 0 



(o, 0 

[J']= 0 <r 2 

\0 0 




La proyección de a sobre ü' es a -u\ mientras que la de a' sobre ¿í es S'-u 


a ■ u' = a x xx' + aj /!//' + a z yy' 
a' ü = <r, a'ct + a, P'p + <j¡ y'y 



2.2. En un punto P de un sólido clástico la matriz de tensiones referida a un triedro cartesiano 
Oxyz es: 



Calcular en el punto P el vector tensión correspondiente a un plano cuya normal exterior está 
definida por un vector que forma ángulos iguales de 45° con los ejes x e y, siendo positivas sus 
componentes. 

Indicar si las tensiones principales son de tracción o de compresión. 


El vector unitario u que define la orientación del plano que se considera tiene por expresión 


u = 


v/2 


_l_ 

v/2 


j 


Como es conocida la matriz de tensiones, la tensión correspondiente a este plano es 


[í] = [T][«] 


[£] = 


1 

0 


1 0 
-1 2 
2 3 


i/v/: 




de donde: 
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Las tensiones principales vienen dadas por las raíces de la ecuación característica, obtenida 
desarrollando el determinante 

2 — a I 0 

1 -1 -a 2 =0 

0 2 3 - a 

a 3 — 4 a 2 — 4 ir + 17 = 0 

Para responder a la pregunta si las tensiones principales son de tracción o de compresión 
no es necesario resolver esta ecuación cúbica. Basta representar gráficamente la función 
/(ff) = a 3 — 4<j 2 — 4ff + 17 y ver si las abscisas de sus puntos de intersección con el eje 
/(<t) = 0 son positivas o negativas 



Figura E2.1. 

A la vista de la gráfica se deduce: 


3 < <t, <4 

Tracción 

2 < a 2 < 3 

Tracción 

- 3 < <r 3 < - 2 

Compresión 


2.3. Las tensiones principales en un punto P de un sólido elástico, referidas a un sistema cartesiano 
ortogonal Oxyz y expresadas en MPa son: 

50 . 

ff, = y (2i +2 j + *) 

ff, = 20 T - 10/ - 20* 

20 . 

<7, = - y (i - 2 j + 2*) 


siendo <r, > <7 2 > a 3 . 
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Calcular la tensión correspondiente a un plano cuya normal exterior forma ángulos agudos 
iguales con los semiejes positivos del triedro Oxyz. 

Los vectores unitarios que definen los semiejes positivos en las direcciones principales son: 

u, ( 2 f + 2 / + £) 

u 2 = \{2Í -j -2Z) 

u 3 = u, xíj = |(-i' + 2j - 2k) 

de donde se deduce que las tres tensiones principales son de tracción 

<x, = 50 MPa ; <x 2 = 30MPa : <r 3 = 20MPa 

Calculemos los cosenos a’, /i\ y' de los ángulos que forma el vector 

“'73 ,r+/ + El 

normal al plano que se considera con los ejes principales 


a’ = u , • ü = —í-p (2 + 2 + 1) = ——p 

3^/3 3^/3 

P' = u 2 .u =_L (2- | - 2) = 

3^3 3^/3 

y' = (7, • U = —(- 1 + 2 - 2) =-í-p 

lyfi 3^3 


El vector tensión pedido, referido a los ejes principales, será 

'5 0 o\ / 5 


ff, 0 0 

O] = I 0 o 2 o 

.0 0 a 


r | “ |0 3 0 I I — 1 I MPa 

3 V 3 \0 0 2/ \-l, 


3\/3 


(25 u , — 3 u 2 — 2 u 3 ) 


Sustituyendo las expresiones de los vectores 11 ,, u 2 , 11 3 en función de i ,j, k, se obtiene el 
vector tensión referido de triedro Oxyz 


- 10 r,« 1 

<T =—— 25- 
3^/3 L 3 


(2f + 2/ + /T)-3^(2r-J-2f)-2^( " 


-r + 2 / - 2 ^J 
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o = —-= (46T + 49/ + 35A:) MPa 
9^3 


cuyo módulo es 


H 


- F w46 2 + 49 2 + 35 2 MPa = 48,61 MPa 

9,/3 V I- 


2.4. Sobre las caras de un paralelepípedo elemental que limitan el entorno de un punto P de un sólido 
elástico existen las tensiones indicadas en la Figura E2.4a, expresadas en kp/mm 2 . 

Se pide calcular: 1." Los planos cuyos vectores tensión son ortogonales a ellos, así como los 
valores de las tensiones correspondientes. 2." El lugar geométrico de los extremos de los vectores 
tensión correspondientes a los infinitos planos de la radiación de vértice el punto P. 



Figura E2.4a. 

1“ Tomando un sistema de referencia cartesiano ortogonal de ejes paralelos a las aristas 
del paralelepípedo, la matriz de tensiones en el punto P es 

/l 0 0 

[7]= 0 3 2 

\0 2 0 

Los planos cuyos vectores tensión son ortogonales a ellos son los planos principales. 

De la ecuación [7] [u] = o[w] => [T — o/] [m] = [6] se obtiene el sistema homogéneo 

(1 — oja = 0 
(3 — o)/? + 2}' = 0 
2 P — a y = 0 

Su ecuación de compatibilidad 

I 1 - a 0 0 I 

0 3-o 2 =0 


O 


2 —o 
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proporciona la ecuación característica 

a 3 — 4 a 1 — <t + 4 = 0 
ecuación cúbica cuyas raíces son las tensiones principales 

a, = 4 kp/mm 2 : a 2 = I kp/mm 2 ; a 3 = - 1 kp/mm 2 
A cada uno de estos valores corresponde un plano principal 


( - 3 a, =0 

Para «r, = 4 < — 0, + 2 y, = 0 
(2 0, ~ 4 y, = 0 





Para <j 2 = 1 



=> Ü 2 (i.o.o) 


Para a } 


í 2 a 3 = 0 

< 4 P 3 + 2 y 3 = 0 

(2 03 + >'3 = 0 



-2N 


Por consiguiente, los planos principales son: 

2.v + z = 0 
x = 0 

y - 2 r = o 

tomando el punto P como origen del sistema de referencia. 



Figura E2.4¿. 
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2.° El lugar geométrico de los extremos de los vectores tensión correspondientes a los 
infinitos planos de la radiación de vértice al punto P es el elipsoide de Lamé, cuya ecuación, 
referida a las direcciones principales es 



2.5. Se considera un punto P de un sólido elástico. Las tensiones principales en este punto son: 

ff, = 5 kp/ninr ; a 2 = 3 kp/mnr ; a 3 = - 2 kp/mm 2 

1. " Indicar a qué planos de la radiación de vértice P corresponden tensiones de tracción y a 
cuáles de compresión. 

2. ° Estudiar en los planos en los que la tensión normal se anula, el valor de la tensión tangencial, 
calculando sus máximos y mínimos relativos. 

l.° Tomemos un sistema de referencia con origen el punto P y ejes coincidentes con las 
direcciones principales. 

Las cuádricas indicatrices tienen por ecuaciones 

5 x 2 + 3 y 2 - 2 z 2 = ±1 

que corresponden a dos hiperboloides de una y de dos hojas, respectivamente (Fig. E2.5a). El 
cono asintótico común a ambos hiperboloides tiene de ecuación 

5 x 2 + 3 y 2 - 2 z 2 = 0 

Este cono asintótico, de vértice el punto P , divide al espacio en dos zonas. Si la normal al 
plano de la radiación de vértice P está en la zona exterior al cono, es decir, si corta al 
hiperboloide de una hoja (c = +1) la tensión normal es positiva y, por consiguiente, de 
tracción. 



Figura E2.5a. 


Figura E2.5é. 
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Si, por el contrario, la normal está situada en la zona interior, corta el hiperboloide de dos 
hojas (c = — 1). La tensión normal es negativa y el sólido está sometido a compresión según 
esos planos. 

2“ Los planos en los que la tensión normal se anula son aquellos cuyas normales 
coinciden con las generatrices del ^:ono asintótico de las cuádricas indicatrices. 

Expresemos el vector unitario u de estos planos en función de un parámetro, por ejemplo, 
el ángulo 0 de las coordenadas cilindricas (Fig. E2.5ft). 

Un vector en la dirección de una generatriz del cono asintótico se obtiene cortando dicho 
cono por un plano perpendicular al eje z, por ejemplo el plano z = 1 y por el semiplano 

y = * tg 0. 


s /5 + 3lg 2 0 ' 


xfilg 0 . 

v/ITTtFD ' 


5.x 2 + 3y 2 - 2z 2 = 0 
y = xtgfl 


El vector unitario, referido a los ejes principales, tendrá por expresión: 


u = j 5 J ig+J (>/2 T + y/2 tg0 j + V5 + 3tg 2 0 Z) 


Para los planos perpendiculares a estos vectores ií la tensión normal es nula. Esto significa 
que el vector tensión coincide con la tensión tangencial. Por tanto: 

0 0 \/ Jl \ 

3 0 I y/ltgO | 

0 -2/\y5 + 3tg 2 0/ 

de donde los vectores tensión, para los planos cuyas normales son coincidentes con las 
generatrices del cono asintótico de las cuádricas indicatrices. tienen por expresión trinomia en 
función del ángulo 0 la siguiente: 


[t] = 


751 ^ 0+7 


v/5 tg 2 0 + 7 


(5 T + 3 yj2 tg0 / - 2 y/5 + 3 tg 2 0 Z) 


De los círculos de Mohr se obtienen fácilmente los límites entre los que está acotado el 
valor del módulo del vector función r (Fig. E2.5c): 
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2 . 6 . 



es decir: 

I ^6 kp/mm 2 t ^ ^10 kp/mm 2 J 


Las tensiones principales en un punto P de un sólido elástico toman los valores: 

a, = 2 kp/mm 2 ; o, = - I kp/mm 2 ; a 3 = - 1 kp/mm 2 

l.° Calcular la superficie engendrada por las normales a los planos en los que se anula la 
tensión a ^ p | anos j c ] os comprendidos en la radiación de vórtice P corresponden 

tensiones normales de tracción y a cuáles de compresión. 

3" Determinar analítica y gráficamente el vector tensión correspondiente a un plano cuya 
normal exterior forma un a = 75" con la dirección principal correspondiente a a v 

4." Determinar analítica y gráficamente el plano cuyo vector tensión forma un ángulo 
« = 35" con la dirección principal correspondiente a ir,. 

1 >* El estado tensional existente en el punto P considerado es un estado cilindrico, por lo 
que el único eje principal que está determinado es el que corresponde a la tensión principal <r,. 
que tomaremos como eje x. Como ejes yz se tomarán dos cualesquiera que sean ortogonales 
entre sí y situados en el plano perpendicular al eje x por P (Fig. E-.6«). 

Respecto de ese sistema de referencia, las cuádncas indicatnces de tensiones tienen por 
ecuaciones 

2 x 2 — f — z 2 = ± 1 

que corresponden a dos hiperboloides de dos y de una hoja, respectivamente. 

Por definición de estas cuádricas. la superficie engendrada por las normales a los planos en 
los que se anula la tensión normal es el cono asintótico común a ambos hiperboloides, cuya 
ecuación es 


2 x 2 - y‘ 


= 0 


cono de revolución de vértice el punto P y eje Px. 
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2. ° El cono asintótico divide al espacio en dos zonas; si la normal al plano de la radiación 
de vértice P está en la zona interior (r = + 1) la tensión normal correspondiente es de tracción. 
Si, por el contrario, está en la zona exterior (c = — 1) la tensión normal es de compresión. 

3. " Tomando la normal al plano considerado en el plano xz, el vector unitario u. que 
define la orientación de dicho plano, tiene por expresión: 

u = eos 75° f + eos 15° Ü = 0,2588 i + 0,9659 k 

Analíticamente, el vector tensión correspondiente al plano definido por ti será 



1 2 0 °\ 

0.2588 \ 


f 0,5176 \ 

[<?]= 1 

0-1 0 

• 


0 


o 

o 

1 

\- 0.9659/ 


\ 0,9659 / 


es decir: 

| g = 0.5176 í + 0.9659 k [ 


cuyo módulo es a = ^0,5176 2 + 0.9659 2 = 1,1 kp/mm 2 . 

Gráficamente se obtiene el vector o. que está contenido en el plano definido por el eje x y 
el vector unitario u (debido a la simetría que presentan las cuádricas indicatrices respecto de 
dicho eje), procediendo como se indica en la Figura E2.6b. Se sitúa el vector u que forma con 
el eje x un ángulo 5¡ = 75°. Por el punto A de intersección de su línea de acción con la 
hipérbola sección de la cuádrica indicatriz se traza la tangente a dicha hipérbola. El vector a 


ESTADO TENSIONAL EN LOS SÓLIDOS ELÁSTICOS 


57 



es perpendicular a esta recta. Su sentido será entrante en el plano que se considera, pues la 
tensión normal es negativa. 

4." Tomaremos como plano xz aquel en el que está contenido el vector tensión a. 
Respecto a esta referencia, el vector a tendrá de componentes 

a = ít(cos 35 o / + eos 55 “ K) = 0.8192 a i + 0,5736 a Ü 
por lo que si u (a, p , y) es el vector que define el plano cuyo vector tensión es a, se verificará 


0,81920(7 

0 

0,5736(7 ( 


\ 

2 0 °\ 

l‘\ 

= 

0-1 0 

" 

/ 

lo 0 -\) 

\r / 


de donde se deduce: 


0,8192(7 = 2a 
0 =p 
0,5736(7 = -y 


a = 0,4096(7 

P= o 

y = -0,5736(7 


Como el vector u es unitario, el módulo a del vector tensión se obtendrá imponiendo esta 
condición 

( 7 2 (0.4096 2 + 0.5736 2 ) = 1, es decir a = 1,4187 kp/mm 2 
El vector u tendrá por expresión 

I u = 0,5811 7 - 0,8138 fc 


que forma ángulos á y y con los ejes x y z, respectivamente, tales que: 
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are eos & = 0,58 II => St = 54,47" 

are eos y = -0,8138 => y = 144°, 47° 

El plano pedido se puede obtener gráficamente utilizando las cuádrieas directrices de 
tensiones, procediendo de la forma indicada en la Figura E2.6c. 



2.7. La ecuación característica deducida de la matriz de tensiones es, en un punto de un sólido 
elástico, la siguiente: 


ir' - 5 n 1 - 8 n + 12 = 0 


1. " Calcular los valores de las tensiones principales. 

2. " Determinar analítica y gráficamente las componentes intrínsecas del vector tensión corres¬ 
pondiente al plano definido por el vector 


Ir I r I r 

2 ' + s/2 J + 2 


referido a las direcciones principales. 

1." Los valores de las tensiones principales son las raíces de la ecuación característica 
«r 5 — 5 ff 2 — 8 a + 12 = 0 
Esta ecuación se puede poner en la forma: 


(l7 — 6) (<7 — 1) (<T + 2) = 0 
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de donde fácilmente se obtienen las tensiones principales 



2.° La matriz de tensiones, referida a las direcciones principales, es 

/ 6 0 0 \ 
en= o i o 
\0 0 - 2 ) 

El vector tensión correspondiente al plano cuya normal exterior está dada por el vector u 
(1/2. l/y/Í 1/2) es 

[í] - m [J] - i o j 


de módulo 




Figura E2.7. 
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A este mismo resultado llegamos gráficamente utilizando los círculos de Mohr procedien¬ 
do como se indica en la Figura E2.7 y teniendo en cuenta que 

I 1 

a = eos á = - => á = 60“ ; y = eos y = - => '¡> = 60" 

2.8. Sobre las caras de un paralelepípedo elemental que envuelve a un punto /’ de un sólido elástico 
existen las tensiones indicadas en la Figura E2.8a, estando expresadas en MPa. 

Se pide: 

1. ° Calcular las tensiones y direcciones principales. 

2. " Obtener analítica y de forma gráfica mediante los círculos de Mohr. las componentes 
intrínsecas del vector tensión correspondiente a un plano cuya normal forma ángulos iguales con 
los semiejes cartesianos ortogonales x y z indicados en la figura. 



Figura E2.8a. 


I.° Las tensiones principales son las raíces de la ecuación característica. 


de donde 


10 -a 20 -40 

20 -20-ít -20 =0 

-40 - 20 10-ff 

a 3 - 2700 a - 54000 = 0 


a, = 60 MPa ; a 2 = a 3 — — 30 MPa 


Calculemos la única dirección principal que está determinada, es decir, la correspondiente 
a la raíz simple a ,. Las componentes (a, /?, y) del vector unitario u que la define son las 
soluciones del sistema homogéneo 

— 5a+ 2/í — 4y = 0 
2a—8/í—2 y = 0 

— 4a — 20- 5 y = 0 

junto a la condición a 2 + /J 2 + y 2 = 1 . 
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De este sistema de ecuaciones se obtiene 


- (2 1 

2 "\ 

i "'(i- 3' 

3j 


Por ser doble la otra raíz, cualquier par de direcciones ortogonales en el plano 
2x + y - 2z = 0 son direcciones principales. 

2." Analíticamente, el plano que se considera tiene por vector unitario 

“ ( 7 !' 7! ’ 7f) 

y le corresponde un vector tensión 



cuyas componentes intrínsecas son: 



Para obtener estos valores de forma gráfica, calculemos previamente el ángulo á que forma 
el vector unitario u del plano considerado con el eje principal que corresponde a la tensión a,. 


eos & = u . ■ u = — ■= => á = are eos —^ => & = 78,9° 

3v/3 3^3 

Una vez calculado el ángulo á se procede como se indica en la Figura E2.86. 

Las componentes intrínsecas pedidas son las coordenadas del punto M. Se obtienen los 
valores 


-27 MPa . r = 17 MPa 
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2.9. En un punió P de un sólido elástico se tiene un estado plano de tensiones, del que se conocen las 
tensiones principales 

ff, = 300 kp/cm 2 ; a 1 = 100 kp/cm 2 

Calcular gráficamente el valor de la tensión tangencial máxima y mínima que aparece: 

a) En planos en los que el vector tensión forma un ángulo de 80° con la normal. 

b) En planos cuya normal forma 80° con la dirección principal correspondiente a la tensión a ,. 

c ) En planos en los que |er B | = 200 kp/cm 2 . 

d) En planos en los que n„ = 200 kp/cm 2 . 

Por tratarse de un estado plano de tensiones, ct 3 = 0. 

a) Como el ángulo que forma el vector tensión con la normal (Fig. E2.9a) es igual al que 
forma la recta definida por el origen 0 y el punto representativo con el eje de abscisas, si 
trazamos por el origen una semirrecta que forme un ángulo de 80° con el eje a„, el vector 
tensión de cualquier plano que corresponda a los puntos del segmento AB (Fig. E2.9 b) forma 
un ángulo de 80° con su normal. Los puntos A y B son los de intersección de la citada 
semirrecta con los círculos de Mohr C, y C 2 , respectivamente. Sus ordenadas correspondien¬ 
tes miden los valores máximo y mínimo de la tensión tangencial 

[ T, m(n - 26 kp/cm 2 ; r lmá> = 65 kp/cm 2 | 

b ) En este caso los puntos representativos de los planos, cuya normal forma un ángulo de 
80° conda dirección principal correspondiente a la tensión a¡, son los puntos pertenecientes al 
arco BC de la circunferencia C, (Fig. E2.96). Los valores máximo y mínimo de la tensión 
tangencial son: 


* 2 mín = 45 kp/cm 2 ; t-w, = 77 kp/cm 2 
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Figura E2.9« y b. 


c) Los puntos correspondientes a los planos cuyo vector tensión tiene de módulo a = 200 

r —i _ _ 

kp/cm 2 son los del arco DE , tales que OD = OE = 200 (Fig. E2.9c) 

I Limin = 100 kp/cm 2 ; r lm4( = 150 kp/cm 2 j 

d) En este caso los puntos correspondientes a los planos en los que ir n = 200 kp/cm 2 son 
los del segmento FH. siendo F y // los puntos de intersección de la recta <t„ = 200 con los 
círculos de Mohr C 3 y C 2 (Fig. E2.9c). 



Figura E2.9c. 
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2 . 10 . 


La matriz de tensiones en los puntos de un sólido elástico es: 


m = 


4r + 3y - 6(x + y + z) y + z 
- 6(x + y + z) 10 (y - z) ir 
y + Z 5z / 


viniendo las tensiones dadas en kp/mm 2 cuando las coordenadas se expresan en metros. Se pide: 

1. ° Calcular las fuerzas de volumen en el sistema internacional, es decir, en N/m 3 . 

2. ” Hallar las matrices esférica y desviadora en el punto P (0, 1, — 1). 

1." Aplicando las ecuaciones de equilibrio interno 
dr„ dx. 


X + 


- = 0 
az 

^£ = 0 


z + ^ + ^ + ^ = 0 
dx ay oz 


* + 4-6+1 =0=> X = I 

T—6+ 10 = 0 =* Y = -4 

Z+ 5 = 0 => Z = -5 

Cuando las ordenadas se expresan en metros, estas fuerzas de volumen vienen dadas en 
kp/mm 2 m. Por tanto, los valores correspondientes en N/m 3 se obtendrán a partir de éstos 
multiplicando por 9,8 x 10 6 . 


| X = 9,8 MN/m 3 ; Y - 


■39,2 MN/m 3 


Z = -49 MN/m 3 


En el punto P(0, 1, - 1) la matriz de tensiones es: 

/3 0 0 \ 


m = 


0 20 0 
\0 0 -5/ 


kp/mm 2 


De la observación de la forma de esta matriz se deduce que las direcciones principales 
en P coinciden con las de los ejes coordenados. 
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Como la tensión normal octaédrica toma el valor 
3 + 20-5 

n no =---= 6 kp/mro¬ 

lla remos de la matriz [T] la siguiente descomposición 


/ 3 

0 

°\ 

/ 6 

0 

°\ 

r 3 

0 

°\ 

0 20 

0 


6 

0 +1 

1 0 

14 

0 


0 

- 5 j 

' \° 

0 

e) 1 

l 0 

0 - 



Por consiguiente, las matrices esféricas y desviadora de tensiones, son 


2 . 11 . 


I 6 

0 

°\ 



0 

°\ 

o 

II 

6 

° 

ÍT á l = 

0 

14 

0 

\o 

0 

<■/ 


0 

0 -11 1 


Una determinada solicitación exterior aplicada a un sólido elástico de forma bitroncocónica, 
simétrica respecto de la base menor, de las dimensiones indicadas en la Figura E2.1 la, provoca 
un estado tcnsional axilsimétrico cuya matriz de tensiones, referida al triedro de ejes locales 
correspondientes al sistema de coordenadas cilindricas de eje z, en cualquiera de sus puntos es 


m = 


/ 20 0 0 \ 
0 20 0 
\ 0 0 40/ 



Figura E2.11a. 
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Dibujar la distribución de fuerzas de superficie que actúan en el contorno, dándola mediante 
dos croquis en los que se representen las componentes normales y tangenciales. 

De la observación de la matriz de tensiones se deduce la simetría de la distribución de 
tensiones respecto de los planos de simetría del sólido considerado. Por otra parte, como las 
componentes de los vectores normales a la superficie, respecto del triedro de ejes locales 
correspondientes al sistema de coordenadas cilindricas de eje z, son constantes en todos los 
puntos de cada tipo de superficie que limita al sólido, las componentes normal y tangencial 
serán constantes en cada una de ellas. 

Nos bastará, pues, calcular el vector tensión correspondiente a un punto cualquiera de la 
superficie cónica y a otro de la base, superior o inferior, para conocer completamente la 
distribución de fuerzas sobre la superficie que limita al sólido. 

a) En la superficie lateral (Fig. E2.I Ib), las componentes de los vectores unitario normal 
u y tangencial u' son: 



El vector tensión correspondiente 


1 20 0 

[í] = [7][í]= 0 20 

\ 0 0 



MPa 


expresado respecto del triedro definido por los vectores unitarios <?„, (¡ 0 . z„ ((7 0 , perpendicu¬ 
lar entrante al plano del papel), tiene de componentes intrínsecas 

| a„ = ir, u = 25 MPa ; r = a u' = 5,/3 MPa | 

b) En la superficie de la base superior, análogamente, tenemos 



Con estos resultados podemos dibujar la distribución de fuerzas de superficie pedida. En 
la misma Figura E2.11r se representan las componentes normales (a la derecha) y las 
tangenciales (a la izquierda). 








3 

Análisis ele las deformaciones 
en un medio continuo 


3.1. Introducción 


Cuando se estudiaba en Mecánica el movimiento, el primer problema que se presentaba 
era el de saber expresar el desplazamiento ds del punto del sistema que estuviéramos 
considerando. 

Así, en la Mecánica del punto material este problema se resolvía expresando el vector 
desplazamiento de un punto M como la diferencial de su vector de posición 


ds 


dr A 
— dt 
dt 


(3.1.1) 


es decir, el vectorjiesplazamiento está perfectamente determinado si es conocido su vector 
de posición r = r (f) como función del tiempo (Fig. 3.1a). 




Figura 3.1. 
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En la Mecánica de los sólidos rígidos era necesario conocer el desplazamiento ds„ de 
un punto 0, y otro vector w que es la rotación instantánea, pasando por O su línea de 
acción, que es paralela al eje instantáneo de rotación (Fig. 3.16). 

cT p = ds a + (to X ohdt (3.1.2) 

En la Mecánica de los medios continuos se crea un modelo matemático cuyos puntos 
geométricos se identifican con las partículas materiales del cuerpo. 

En la Teoría de la Elasticidad este modelo continuo es elástico, como ya hemos 
indicado, y dotado de las propiedades de continuidad, homogeneidad e isotropía. Al 
actuar una solicitación externa sobre un sólido elástico varían las posiciones relativas de 
las partículas que lo componen, efecto que recibe el nombre de deformación. 

Nuestro objetivo en este capítulo es realizar un análisis de las deformaciones en un 
medio continuo elástico, pero acotando el campo y reducirlo a los casos de pequeñas 
deformaciones. 

Evidentemente que aquí, al contrario de lo que ocurre en la Mecánica del punto 
material o en la Mecánica de los cuerpos rígidos, el tiempo sólo intervendría en el 
intervalo transitorio mientras dura el fenómeno de la deformación, pero este aspecto 
carece totalmente de interés. 

Como en el desarrollo que haremos más adelante aparecen ciertas expresiones matri- 
ciales, conviene aclarar previamente su significado. 

Por ello, sea [Ai] 

( a,, a, 2 a l3 \ 

«21 «22 «23 (3-1-3) 

«31 «32 «33/ 

la matriz de una transformación que hace corresponder a un vector r el vector r' 
dado por 

[r'] = [M] [r] (3.1.4) 

El vector r' tendrá, en general, distinta dirección y distinto módulo que r . El primer 
efecto se manifiesta mediante un giro y el segundo por una dilatación, que será positiva^) 
negativa según que se haya producido alargamiento o acortamiento del módulo de r' 
respecto del módulo de r. Estudiaremos independientemente cada uno de ellos viendo la 
naturaleza y forma de las matrices de las transformaciones respectivas. 

P' 



Figura 32. 
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3.2. Matrices que producen giro 

Las matrices [/?] que conservan el módulo de los vectores r en la transformación (3.1.4) se 
denominan matrices ortogonales. 

Veamos la propiedad fundamental que caracteriza a estas matrices, deducida de la 
condición de ser iguales las normas de r y r '. 

r 2 = r' 2 = Cr'] r [r'] = [[/?] [r]] r [/?] [r] = [r] r [R] r [R] [?] = [?]*[?] (3.2.1) 

Al ser la transformación válida para cualquier vector r , tiene que ser necesariamente 

IRY [*] = [/] => ÍRY = [*] - 1 (3.2.2) 

siendo [/] la matriz unidad. Esta condición, necesaria y suficiente para la conservación del 
módulo de un vector arbitrario, indica que las matrices ortogonales son aquellas que tienen 
por inversas a sus traspuestas. 

La matriz traspuesta [R] r , o inversa, de toda matriz ortogonal es también ortogonal, 
ya que para ésta la condición (3.2.2) se sigue verificando, al ser la traspuesta de [R] r 
precisamente [/?] 

[/?][/?]*• = [/] (3.2.3) 

Veamos qué significado tienen las componentes de una matriz ortogonal [/?]. Sean 
éstas a¡¡, siendo i el índice que indica fila y j el que indica columna. De las ecuaciones 
(3.2.3) y (3.2.2) 


ÍRYRY = \ « 2 . 


«12 

«1 3 \ 

/«II 

«21 

«31 \ 

r 

0 

°\ 

«22 

«23 

Ir* 2 

«22 

«32 ) = | 

0 

1 

0 

«32 

« 33 / 

\ «13 

«23 

«33 / 

1 ° 

0 

>/ 


«11 

«21 

« 3 l \ 

/ «11 

«12 

M /' 

0 

°\ 

«12 

«22 

«32 

«21 

«22 

«23 = 0 

1 

0 

«13 

«23 

« 33 / 

\ «31 

«32 

« 33 / \0 

0 

>/ 


que se pueden expresar indicialmente de la forma 

• a Jk = ó ¡j ¿ f= 1 i= J 
Ok¡ a k j = S u IJ 1=0 i ¥=j 

siendo 6¡¡ la delta de Kroneker, se deduce: 


1. ° Los vectores que tienen de componentes los elementos de cualquier fila o cual¬ 
quier columna de una matriz ortogonal son unitarios. 

2. ” Los vectores de dos líneas paralelas son perpendiculares entre sí. 
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3.3. Alargamientos producidos por una matriz. Direcciones principales 

Volviendo a la transformación (3.1.4) 

[r'] = [M][r] 

cabe hacernos la pregunta si existirán vectores cuyos transformados por [M] puedan 
cambiar de módulo pero conserven la dirección. 


Si existen, se tendrá que verificar 


[M][r] = A[r] 

(3.3.1) 

o bien, pasando al primer miembro 


[M- A /][?] = [0] 

(3.3.2) 


siendo / la matriz unidad y A un escalar. 

Esta ecuación matricial da lugar a un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres 
incógnitas: 


(a,, - X)r x + a l2 r y + a l3 r. = 0 
a 2i r x + (a 22 - A)r y + a 23 r. = 0 
«31 r x + «32 r, + (a 33 “ ¿K = 0 


cuya condición de compatibilidad: 


«,t-A íj i2 o 13 
«21 «22 ^ «23 

«31 «32 «33 ^ 


(3.3.3) 


(3.3.4) 


desarrollada es una ecuación cúbica en A, llamada ecuación característica o secular. Las 
raíces de esta ecuación se Maman valores propios de la matriz [M] y las direcciones que 
no varían de los vectores r, direcciones principales o propias. 

Si la matriz es simétrica, las tres raíces de la ecuación característica son reales y las 
direcciones principales son perpendiculares entre sí *. 

Tomando como sistema de referencia el triedro formado por las direcciones principa¬ 
les, toda matriz simétrica se reduce a una matriz diagonal, en la que sus términos 
diagonales son precisamente las raíces de la ecuación característica: 


A, O 0\ 

O A 2 O (3.3.5) 

O O A 3 / 


Véase 2.5. 
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En efecto, fácilmente se comprueba que aplicada esta matriz a cada uno de los vectores 
unitarios en la dirección de los ejes, sus transformados tienen la misma dirección y sus 
módulos respectivos los valores de /.¡(i = 1, 2, 3). 

De lo dicho se deduce que toda matriz simétrica, mediante determinado giro del 
triedro de referencia, se transforma en su forma diagonal. 

3.4. Matrices infinitesimales 

Cuando la matriz de la transformación (3.1.4) produzca una variación infinitamente 
pequeña recibe el nombre de matriz infinitesimal. La condición necesaria y suficiente para 
que esto se verifique es que su diferencia con la matriz unidad [/] sea una matriz 
infinitamente pequeña. 

En virtud de ello, una matriz infinitesimal será de la forma 

( l+/í/ n Aa, 2 
ka 2 1 1 + Áa 2 2 

Áa 32 

siendo [Ai] una matriz cualquiera y A un escalar infinitésimo. 

Consideremos dos matrices infinitesimales [/ + A Ai] y [/ + A Ai']. 

Su producto es 

[/ + A Ai] [/ + A A/'] = [i] + A [Ai + A/'] (3.4.2) 

habiendo despreciado los infinitésimos de segundo orden. 

De estas dos matrices será una la inversa de la otra si su producto es la matriz unidad, 
es decir, cuando 

A [Ai + Ai'] = 0, de donde: [Ai'] = - [Ai] 

Por tanto, la matriz inversa de una matriz infinitesimal [/ + A Ai] es [/ — A Ai], ya que 
[/ + A Ai] [/-A Ai] = [/] (3.4.3) 

Por otra parte, la condición que tiene que verificar una matriz [/ + A Ai] para que sea 
ortogonal, es según sabemos, que su inversa sea igual a su traspuesta 

[/ - A Ai] = [/ + A Aí r ] => [Ai] = - [Ai] r (3.4.4) 

es decir, una matriz infinitesimal [/ + A Ai] es ortogonal si [Ai] es hemisimétrica. 


A a 23 
1 + Aa 33 


(3.4.1) 


3.5. Deformaciones en el entorno de un punto 

Consideremos un sólido elástico inicialmente indeformado. Sea P un punto del mismo y Q 
otro punto perteneciente al entorno de P. tal que 

PQ= dr = dx T + dyj + d:H 
referido a un sistema cartesiano ortogonal Oxyz (Fig. 3.3). 


(3.5.1) 
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Figura 33. 


Producida la deformación, el punto P pasará a P' y Q a Q'. Llamemos 3 P = PP' y 
á Q = QQ' los corrimientos o desplazamientos de estos dos puntos 


¿>P = u i + V j + w £ 

¿>Q = u' i + v' J + w' 1< 


(3.5.2) 


y teniendo en cuenta que son muy pequeños *, podemos expresar las componentes de ó Q 
en función de las de <T P y de sus derivadas, por medio de un desarrollo en serie de Taylor 


, du , du , du , 

u = u + — dx + — ay + — az 

dx dy dz 

, d v , d v , d v , 

v = v + — dx + —— dy + — dz 

dx dy dz 


. dw , dw , dw , 

vv = w + —— dx + — d v + ~z — dz 
dx dy ' dz 


habiendo despreciado los infinitésimos de orden superior. 

El sistema (3.5.3) admite una cómoda expresión matricial 


siendo [M] la matriz 




[M] = 


/ du 

du 

du \ 

dx 

dy 

dz 

dv 

dv 

dv 

dx 

J)’ 

Jz 

dw 

dw 

dw 

i ^ 

dy 



(3.5.3) 


(3.5.4) 


(3.5.5) 


* Se admite que las funciones u. t’, »■ son continuas, asi como sus derivadas primeras, y que todas éstas 
(funciones y derivadas) son infinitésimos de primer orden. 
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Esta matriz se puede descomponer en suma de una simétrica y otra hemisimétrica 


siendo: 


m = [M] + [á/] t + [M] - i\iy 


[D] + [//] 


/ 


cu 

Ibc 


1 í du 3iA 1 /cu dw\\ 

2\dj + di) 2 + 


[O] 


1 Í^L 

2 \<Lv + dy) 


dv 1 /dv dw\ 

dy 2\d~z + ~dj) 



[W] 


1 (?i _ 

2 [dx dy) 


0 


1 /dv dw\ 

2 Xdz~Jj) 


I I fdw du\ I fdw dv\ 

\2 \di~Tz) 2 \dj~d~z) 


0 


(3.5.6) 


(3.5.7) 


(3.5.8) 


Las componentes de ambas matrices son infinitésimos de primer orden. 

Si es conocido el vector desplazamiento 3 P que, en general, será función de la po¬ 
sición, veamos cuál es la expresión del vector ¡Fr = P' Q - 
De la Figura 3.3 se desprende: 

¡fr = dr + S Q - 3 P (3.5.9) 

y teniendo en cuenta (3.5.4), adopta la forma 

[<fr] = [í/r] + [Ai] [</r] = [/ + //] [Jr] + [D] [<ír] (3.5.10) 

Veamos el significado de cada matriz del segundo miembro de esta expresión: 

a) [/ + fí] es una matriz infinitesimal y, por ser [//] una matriz hemisimétrica, 
representa un giro infinitesimal. 

b) [D] es una matriz simétrica que llamaremos matriz de deformación. Aplicada al 
vector d r le produce cambio de módulo y cambio de dirección. 
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Estudiemos separadamente el efecto producido por las matrices [H] y [Z>], y el papel 
que juega cada una de ellas en el proceso de deformación del sólido elástico. 


3.6. Matriz de giro 

Para mejor comprender el significado físico de la matriz [//] veamos que el vector [//] 
[d r] se puede expresar como el producto vectorial 

[//] [<7r] = ^ rot x dr* (3.6.1) 


En efecto, fácilmente se comprueba que este producto vectorial 


1 ^ _ 1 
- rot d P x dr = - 


i j £ 

dw dv du dw dv du 

&y dz 8z dx dx dy 

dx dv dz 


•te-*)*-®-*)*] 1 * 

•Ks-í)*-e-£H f ) 


(3.6.2) 


* Se define el rotacional de un campo vectorial V = X i + V j + Z k como un vector que en coordenadas 
cartesianas tiene por expresión 


i j k 
d_ d_ d_ 
dx ay dz 
X Y Z 


\dy ozj \cz dx] \dx dy] 
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coincide con 


/ 


0 


1 (du_ dv\ [ (du_ dw\\ 

2 \dy dx) 2 \dz dx) \ 


dx 


[W][^] 


(dv_du\ 
2 {<dx dy) 


0 


l (dv _dw\ 
2\dz Jy) 


dy 


(3.6.3) 



La forma (3.6.1) nos recuerda el campo de velocidades de los puntos de un sólido 
rígido, en el que la rotación <« fuera igual a ¿ rot Ó . Como el vector [//] [r/r] es 
perpendicular a j rot ¿> p (y. por tanto, paralelo al plano / perpendicular a él) y también al 
vector de posición ¡Tr del punto Q del entorno^dc P (Fig. 3.4), quiere esto decir que la 
multiplicación de la matriz [//] por el vector dr que define la posición de un punto del 
entorno de P va a producir un giro del entorno en su conjunto, como si se tratara de un 
sólido rígido y, por consiguiente, podemos decir que no ha producido ninguna deforma¬ 
ción propiamente dicha, ya que no se produce variación relativa alguna entre la distancia 
de dos puntos cualesquiera del entorno. 

El vector giro asociado a la matriz [W] será: 


i rot = p x i + p y J + p.H 


(3.6.4) 


siendo 


(dw dv\ 

1 (du <Hv\ 

1 (dv du\ 

yuy-n ) 1 

; p y- 

: P: ~2\^~^) 
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La matriz [//], en función de estas componentes del vector giro, se puede poner en la 
forma 


[//] = 



~P: 

0 

Px 



(3.6.6) 


La ecuación del eje de yiro se obtendría como la de una recta que pasara por P(x„, y„, 
z a ) y fuera paralela a | rot ó p , es decir 

í —= z — z -± (3.6.7) 

Px Py P-. 

La expresión (3.5.10) toma la forma 

<Tr = dr + ^ rot S P x dr + [D] [dr] (3.6.8) 

Según esto, de la Figura 3.5 se deduce que el vector dr que tiene por origen un punto 
P de un sólido elástico y extremo otro punto Q de su entorno antes de la deformación, se 
convierte, después de producida ésta, en otro vector d'r que se puede obtener a partir de 
aquél mediante los siguientes pasos: 

l.° Una traslación definida por el vector desplazamiento S P del punto P, mediante la 
cual pasa a P r Q v 

2° Un giro determinado por la matriz hemisimétrica [W] por el que P r Q i pasa a 
P^ 2 , cuyo valor es 1/2 rot ¡) P *. 

3.° Una deformación definida por la matriz simétrica [D] mediante la cual P'Q 2 pasa 
finalmente a la posición P'Q'. 



Figura 3.5. 


* No debe extrañar el resultado aparentemenle_contradictorio de ser [/ + W][dr]_el vector ilr girado un 
cierto jlngulo (conservando el módulo), yj>er [W] [dr] = ^ rot S p x dr perpendicular a dr, ya que el módulo de 
[H] [dr] es un infinitésimo respecto de dr (véase la Fig. 3.5). 
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3.7. Matriz de deformación. Significado de sus componentes 


Según acabamos de ver, fijado un punto P, los dos primeros pasos —traslación y giro— 
son comunes para todos los puntos del entorno de P. por lo que no tienen influencia en la 
deformación propiamente dicha, ya que no se produce variación relativa alguna de las 
distancias entre las partículas del sólido elástico. 

Es por ello que la deformación viene dada por la transformación [D][dr], y de ahí 
que la matriz [D] se denomine matriz de deformación. 

Como lo que nos interesa es averiguar la variación relativa de la distancia entre el 
punto P y uno cualquiera Q de su entorno, centraremos nuestro interés en el estudio de la 
transformación definida por [D]. 

Si hacemos 


Ty 


R y~Ty' 

dv _ du dw ' _ dv dw 

dx ' 7x1 ~ dz dx ’ 7ys dz dy 


(3.7.1) 


la matriz de deformación toma la forma 


[D] = 


5 y*y 


1 1 

\ 2 7 ” 2 7yr 



2 7 >’ : 


(3.7.2) 


Al ser la matriz [D] simétrica, existen en P tres direcciones, perpendiculares entre sí, 
tales que el vector dado por la transformación [£)] [dr] no cambia de dirección sino 
solamente de módulo. Estas_direcciones se llaman principales. Si u (a, /J, y) es un vector 
unitario en la dirección de dr, se verificará para las direcciones principales 


[D][u] = s[u] 


(3.7.3) 


que se puede poner 


[D - e /] [u] = [0] 


(3.7.4) 
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Esta ecuación matricial da lugar al sistema homogéneo de ecuaciones 
(£,- £ ) a + 1 y x ,p + jy xz y = 0 

2 y*y * + ( E r ~ £ ) P + \ Vyz 7 = 0 

1 1 

2 y« « + 2 y^z 0 + («.- - fi) y = o 
cuya condición de compatibilidad nos proporciona la ecuación característica 



(3.7.5) 


(3.7.6) 


De esta ecuación cúbica en r. se obtienen sus raíces e„ e 2 , e 3 , que se denominan 
deformaciones principales. De manera análoga a como se han obtenido en la matriz de 
tensiones, se deducen los siguientes invariantes: 

'i =e x + c y + e.; = e ( 3 . 7 . 7 ) 

llamado invariante lineal o dilatación cúbica unitaria 


l 2 = r- x £ y + + v.e x 


es el invariante cuadrático. 



Figura 3.6. 
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Finalmente, tenemos el invariante cúbico 


1 3 = \D\ 


(3.7.9) 


Los términos de la matriz de deformación tienen un fácil significado. Los de la 
diagonal principal, por ejemplo c x = ^ representa la diferencia de corrimientos corres¬ 
pondiente a dos puntos distanciados la unidad en la dirección del eje x. 





(3.7.10) 


es decir, los términos de la diagonal principal de la matriz de deformación son las 
deformaciones longitudinales unitarias en las direcciones de los ejes coordenados res¬ 
pectivos. 

De los términos rectangulares fijémonos, por ejemplo, en 


1 - i (*** + ^ v \ 

2 7xy 2 \Jy 7b:) 


(3.7.11) 


De la Figura 3.7, teniendo en cuenta que las primeras derivadas del vector corrimiento 
son infinitésimos de primer orden, resulta 


do 

tga = « = ^ 

n n Sil 

‘8 P-P-Ty 


_ du dv 
^ xy ~ dy dx 


= 7.+ ¡i 


(3.7.12) 



Figura 3.7. 
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Por consiguiente, y Xf = a + /} representa la variación angular experimentada por un 
ángulo inicialmente recto de lados paralelos a los ejes coordenados x e y. Análogo 
significado tendrán los otros dos términos y x . y y 

Se observa que si la y es positiva, el ánguío inicialmente recto correspondiente dismi¬ 
nuye. En cambio, si es negativa, el ángulo aumenta. 

Si tomamos en P un sistema de ejes coincidentes con las direcciones principales, la 
matriz de deformación se reduce a su forma diagonal 

/*, 0 0 

[D]= 0 c 2 0 

\0 0 e 3 

Visto el significado de las componentes de la matriz de deformación, de esta forma 
diagonal se deduce: 

1 “ Las raíces de la ecuación característica representan las deformaciones longitudi¬ 
nales unitarias en las direcciones principales. 

2.° Las deformaciones angulares en los planos principales son nulas. 

Vemos que las deformaciones unitarias principales no son otra cosa que los autovalo- 
res o valores propios de la matriz de deformación. 

Volviendo a la Figura 3.4 consideremos que dr coincide con una de las direcciones 
principales. En este caso 

[D] [</7] = C [d7] 

y la expresión (3.6.8) toma la forma 

[tfr] = (1 + e)[í/r] + ^ rot c) P x Jr (3.7.14) 

Observamos que si dr es coincidente con una dirección principal, la matriz [D] no 
varía su dirección, por lo que el giro experimentado por las tres direcciones principales es 

el mismo, es decir, igual al giro del entorno de P, de valor ^ rot (T p . 

Comparando las Figuras 3.5 y 3.8 se observa que el giro de una dirección arbitraria no 
tiene el valor ^ rot o P , si ésta no es una dirección principal, ya que para cualquier 
Q 


p 

p- 

Figura 3.8. 
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dirección que no coincida con las direcciones principales la matriz [D] modifica la di¬ 
rección de dr. 


3.8. Deformación de ángulos 

Consideremos con vértice en el punto P el ángulo </> 12 formado por las direcciones 
definidas por los vectores dr x y dr 2 . Sean d'r , y d'r 2 los vectores que definen las direcciones 
transformadas en la deformación, y sea <p\ 2 el ángulo <p l2 deformado (Fig. 3.9). 
Definimos la deformación angular como 

r i2 = <Pi2 - «/ó* (3-8.1) 

Veamos cómo hacemos su cálculo. 

Expresemos los cosenos de los ángulos tp l2 y </>'i 2 . 

eos <P i2 = t j r ' ¡ [ d J r \ a «i -“2 = [».] r [» 2 ] (3-8.2) 

eos y 12 = eos (<p X2 - r, 2 ) = (3-8.3) 

y como, según la expresión (3.5.10) 

[d7 1 ] = [/ + // + D][d7 1 ] 

[J 7 r 2 ] = [/ + H + D] [>7r 2 ] 

podemos poner 

co „ r , _ + H + D] r [/ + H + D] _ 

eos (*> I2 1 12 )-t/V, - dV, 

(3.8.4) 

_ [ t /r,] r [/ + 2P][ < Tj _ [ < /7;] r [Jr 2 ] , [^] [rfrj 

dr\ ■ dr'i d'r x -d'r 2 ~ d'r x ^ 

habiendo despreciado los* términos cuadrados de las matrices [H] y [D], 



Figura 3.9. 
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Si multiplicamos y dividimos esta última expresión por dr, dr 2 , y teniendo en cuen¬ 
ta que 


queda 


dr. - dr, 

- r L = u i ; -j - 2 = w- 

dr¡ dr 2 


eos (cp, 2 - r 12 ) = ^^ <[«.] T [«a] + 2[u,] r [D][í 2 ]) (3.8.5) 

Como por definición de deformación longitudinal unitaria 


d'r - dr _ d'r . 


dr . 

-7- = 1 + E„ 
dr 


es decir 


d'r, 

drf = " 




(3.8.6) 


siendo e„ y £„ las deformaciones longitudinales unitarias en las direcciones definidas por 
i/, y u 2 , respectivamente. 

De (3.8.5) y teniendo en cuenta (3.8.2), se deduce 


(1 + £„ )(I + f.„ )cos( 


r 12 ) = eos </>u + 2[u ,] 7 [O] [u 2 ] 


Desarrollando y suponiendo que r i2 es muy pequeño y que (1 + c„ ) (1 + £,,)=; 

as 1 + e n + r.„ , tenemos 
1 2 

(1 + + e nj )(cos <p, 2 + r 12 sen«/>i 2 ) = eos </> 12 + 2 [u ,] T [D] [n 2 ] 

(1 + e„ + e„) cos(p 12 + (1 + £„ + £ n )r, 2 sen </) I2 = cos</j 12 + 2[m ,] r [D] [m 2 ] 
Finalmente, como 1 + £„ + e „^ ^ 1, queda 

(£j + £ nj )cos</ 7 12 + r i 2 sen <¿>, 2 = 2[u ,] r [D] [u 2 ] (3.8.7) 

de donde, despejando, obtenemos 

2[m i] T [O][M 2 ] - (£„ +£„)COS (p, 2 


r , 2 


sen <p, 2 


(3.8.8) 


expresión que nos permite calcular la variación angular experimentada por el ángulo tp, 2 
en la deformación. 


3.9. Vector deformación unitaria en una dirección cualquiera. 
Componentes intrínsecas 

Según hemos visto en el apartado anterior la deformación que experimenta un vector dr 
viene definida por [£>][<//•] (Fig. 3.10). 
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Figura 3.10. 


Definimos como vector deformación unitaria en la dirección determinada por A r, en el 
punto P, el límite 

lím ™S = [Z>] lím ^ = [D] Í^I=[D][í] (3.9.1) 

Ar -* 0 Ar Ar-0 « r 

siendo u el vector unitario en la dirección de dr. 

De esta definición se deduce que la deformación unitaria en la dirección determinada 
por el vector unitario u es un vector colineal con [£)] [ dr ] que llamaremos vector 
deformación unitaria y simbolizaremos por e. 


[e] = [D][tí] = 



(3.9.2) 


Las proyecciones del vector e sobre la dirección definida por u y sobre el plano n 
perpendicular a dicha dirección son sus componentes intrínsecas. 

La primera, e„, en la dirección de u, es la deformación longitudinal unitaria en esta 
dirección. Su expresión, en función de las componentes de la matriz de deformación, se 
obtiene a partir del producto escalar 


= £ -M = [¿7] r [I>] [«] 


(3.9.3) 
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es decir, si (a, /?, y) son las componentes de i7 



le i y i y \ 

2 7x * 2 ,x: 

M 

£„ = («/? y) 

1 1 . 

2 7 *r e y 2 ,y: 

• a 

n 


2 2 y r- £ = / 

Yl 


= r-x <x 2 + P 2 + F; y 2 + y x , *P + y y: py + y,_. ay (3.9.4) 

que se reduce a 

B„ = e l a 2 + e 2 P 2 + B 3 y 2 (3.9.5) 

cuando el triedro de referencia coincide con las direcciones principales de la matriz [£>]. 

La otra componente que denotamos por ^ •/„ representa la deformación transversal 
unitaria. Veamos cuál es su significado físico. 

Si en la expresión (3.6.8) prescindimos del giro del entorno de P definido por la ma¬ 
triz [//], ya que, como hemos visto, no afecta a la deformación propiamente dicha, la 
citada expresión se reduce a: 

[<Tr] = [J7] + [D] [í/ 7] = [/ + D] [<7r] (3.9.6) 



Figura 3.11. 
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De la Figura 3.10 se deduce 


tg0 


y n dr 


_ 1 

(1 + £„) dr~ 2 


(3.9.7) 


ya que e„ « 1. Como -= 
ángulo 


es un valor muy pequeño, podemos confundir tangente con 


0 = J 7. 


(3.9.8) 


es decir. Filtrada la traslación del punto P y el giro de todo su entorno, la deformación 
transversal unitaria no es sino la variación angular que experimenta en P la dirección 
definida por el vector i7, en la deformación definida por la matriz [D]. 

Las componentes intrínsecas del vector deformación unitaria están relacionadas con 
su norma mediante la ecuación 



(3.9.9) 


3.10. Ley de dualidad entre los estados tensional y de deformación 


En los epígrafes anteriores hemos podido observar una cierta analogía formal entre el 
vector tensión a del estado tensional estudiado en el capítulo anterior y el vector deforma¬ 
ción unitaria r. del estado de deformación, existentes en un sólido elástico. En efecto, 
podemos poner: 


ESTADO TENSIONAL 

* Matriz de tensiones: [7] 

Sus autovalores son las tensiones principales 
ffi, <r 2 , a y sus autovectores definen las direc¬ 
ciones principales. 

* Vector tensión 

[í] = cnc«] 

Figura 3.12a. 

* Componentes intrínsecas: a„, x 

a 2 = ai + x 2 



ESTADO DE DEFORMACIÓN 

* Matriz de deformación: [£>] 

Sus autovalores son las deformaciones prin¬ 
cipales e,, *: 2 , £ 3 . y sus autovectores definen las 
direcciones principales. 

* Vector deformación unitaria 
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Esto nos indica la existencia de una ley de dualidad entre los estados tensional y de 
deformaciones, por lo que todo lo dicho para el estado tensional lo podemos extender al 
estado de deformación sin más que sustituir: 

ir, por £ 

P*], Por [D] 

1 

<x„, t, por £„, - y„ 

«r„ a 2 ., o 3 , por £„ e 2 , e 3 

Basándonos en esta ley dual expondremos en siguientes epígrafes importantes propie¬ 
dades del estado de deformación, análogas a las obtenidas para el estado tensional en el 
capítulo anterior. 

3.11. Elipsoide de deformaciones 

El lugar geométrico de los extremos de los vectores e en un punto P de un sólido elástico 
para las infinitas direcciones de vértice P, supuestos con orígenes coincidenles en P, es un 
elipsoide denominado elipsoide de deformaciones (Fig. 3.13). 

Su ecuación, referida a un sistema de referencia cuyos ejes son coincidentes con las 
direcciones principales, es 



Las longitudes de los semiejes de este elipsoide son precisamente los valores de las 
deformaciones principales. 

3.12. Cuádricas indicatrices de deformaciones 

Considerando sobre la semirrecta que pasa por el punto P, definida por el vector u, un 
punto M tal que 

PA/= -1= u (3.12.1) 

VN 



Figura 3.13. 
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el lugar geométrico de M al variar u está formado por dos cuádricas cuyos ejes coinciden 
con las direcciones principales de la matriz de deformación y que llamaremos cuádricas 
indicatrices de deformaciones. 

Sus ecuaciones, referidas a un sistema de ejes coincidcntcs con las direcciones principa¬ 
les, son 


e, .v 2 + e 2 )’ 2 + e 3 z 2 = c = ± I (3.12.2) 

La naturaleza de estas cuádricas depende del signo de las deformaciones principales. 
Supondremos éstas ordenadas de mayor a menor, es decir, e, ^ e 2 ^ E ¡- Veamos los casos 
que se pueden presentar: 

1. " Las tres deformaciones principales son positivas: e, > 0; e 2 > 0; e 3 > 0. 

Las dos cuádricas se reducen a un elipsoide real para c = + 1, ya que para c = - 1 el 
elipsoide es imaginario. Se deduce que la deformación longitudinal unitaria es positiva en 
todas las direcciones. 

2. ” Dos deformaciones principales son positivas y otra negativa: e, > 0; c 2 > 0; 

jo¬ 
para c = + 1 se tiene un hiperboloide de una hoja, y para c = - 1 un hiperboloide de 
dos hojas. 

Ambos hiperboloides tienen el mismo cono asintótico. de ecuación 

e, .y 2 + E 2 y 2 + r. 3 ; 2 = 0 (3.12.3) 

Se deduce que si la dirección que se considera es exterior al cono asintótico, cortando 
su línea de acción al hiperboloide de una hoja (<• = +1), la deformación longitudinal 
unitaria es positiva y, por tanto, se produce alargamiento. 

Si, por el contrario, la dirección es interior al cono asintótico. corla al hiperboloide de 
dos hojas (c = - 1), en esa dirección se produce acortamiento. 

Si la dirección es coincidentc con una de las generatrices del cono asintótico. entonces 
e„ = 0, es decir, la deformación longitudinal unitaria es nula y el vector deformación 
unitaria solamente tiene componente transversal. 

3. ° Una deformación principal es positiva y las otras dos negativas: e, > 0; e 2 < 0; 
e } < 0. 

Para c = + 1 se tiene un hiperboloide de dos hojas, y para c = — 1 un hiperboloide de 
una hoja, ambos con el mismo cono asintótico. 

Si la dirección es interior al cono asintótico, o sea. si corta al hiperboloide de dos hojas 
(e = +1), la deformación longitudinal unitaria es positiva y en esa dirección se produce 
alargamiento. 

Si, por el contrario, la dirección es exterior al cono asintótico, corta al hiperboloide de 
una hoja {c — - 1) y se produce acortamiento. 

Si la dirección es coincidente con una generatriz del cono asintótico, igual que en el 
caso anterior. r.„ = 0 y el vector deformación unitaria solamente tiene componente trans¬ 
versal. 

4. " Las tres deformaciones principales son negativas: e, < 0: e 2 < 0; e 3 < 0. 

Las dos cuádricas se reducen a un elipsoide real para c = — 1. Esto nos indica que se 
produce acortamiento en todas las direcciones. 

Existe una importante relación entre dirección y vector deformación unitaria corres¬ 
pondiente con las cuádricas indicatrices, ya que el vector deformación unitaria correspon- 
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diente a una determinada dirección es perpendicular al plano conjugado de dicha direc¬ 
ción respecto de las cuádricas indicatrices de deformación (Fig. 3.14). 



3.13. Cuádricas directrices de deformaciones 

Considerando ahora los puntos M tales que 


PM = ~7n ( 3 . 13 . 1 ) 

VN 

el lugar geométrico del punto M tiene por ecuaciones 



que corresponde a dos cuádricas que llamaremos cuádricas directrices de deformaciones. 

Por análogo razonamiento al seguido en la discusión de la naturaleza de las cuádricas 
indicatrices de deformaciones, podemos afirmar que las cuádricas directrices serán: 

a) Un elipsoide real y otro imaginario, si las tres deformaciones principales tienen el 
mismo signo. 

b) Un hiperboloide de una hoja y otro de dos hojas, ambos con cono asintótico 
común, si dos deformaciones principales tienen el mismo signo y la restante el 
opuesto. 


En los casos a) las conclusiones a que se llega son exactamente iguales a las obte¬ 
nidas en los casos l.° y 4.° de las cuádricas indicatrices, es decir, en el punto que se 
considera se produce en todas las direcciones alargamiento, en el caso 1.”, y acortamiento 
en el caso 4.° 

Cuando las deformaciones tienen distinto signo, los dos hiperboloides admiten el cono 
asintótico común 


e i 


e 2 


r 2 

+ — = 0 
£3 


(3.13.3) 
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Ahora, la interpretación física es la siguiente: en aquellas direcciones a las que corres¬ 
ponden unos vectores deformación unitaria cuyas líneas de acción cortan al hiperboloide 
que se obtiene para c = +1, se produce alargamiento. 

Si, por el contrario, la línea de acción de 7 corta al hiperboloide que corresponde a 
c = - I, en las direcciones correspondientes se produce acortamiento. 

Finalmente, si la línea de acción de 7 coincide con una generatriz del cono asintótico, 
como 7 carece de componente longitudinal, la dirección correspondiente es perpendicular 
a dicha generatriz. . 

Como en este último caso la dirección coincide con una generatriz del cono asintótico 
de las cuádricas indicatrices, se deduce que las generatrices de ambos conos asintóticos 
son perpendiculares entre sí. 


3.14. Representación gráfica plana de las componentes intrínsecas 
del vector deformación unitaria. Círculos de Mohr 


Basándonos en la ley de dualidad existente entre los estados lensional y de deformación 
podemos representar gráficamente las componentes intrínsecas del vector deformación 
unitaria en un punió P de un sólido elástico, análogamente a como hemos representado 
las correspondientes al vector tensión en el capítulo anterior. 

Si en un sistema de referencia cartesiano ortogonal, en el que en el eje de abscisas se 
representan las deformaciones longitudinales unitarias (k„) y en el eje de ordenadas las 
deformaciones transversales unitarias (i /„). los puntos cuyas coordenadas son las compo¬ 
nentes intrínsecas de los vectores deformación unitaria correspondientes a las infinitas 
direcciones de la radiación de vértice el punto P. pertenecen al área sombreada de la 
Figura 3.15, es decir, son interiores al círculo mayor de Mohr (C 2 ) y exterior a los otros 
dos círculos menores (C, y C 3 ). 
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Los círculos de Mohr de deformaciones nos permiten calcular la dirección a la que 
corresponde unas determinadas componentes intrínsecas del vector deformación unitaria. 

En efecto, por el punto representativo M (c,,. , „) se trazan las circunferencias c, y c 3 que 

pasan por él y son concéntricas a las C, y C„ respectivamente. Estas circunferencias 
cortan a C\ en los puntos D y E (Fig. 3.I5«). Uniendo A con E y C con D se obtienen los 
ángulos a y y que forma con los ejes principales correspondientes a e, y e 3 , la dirección 

cuyo punto representativo es M (*•„, - y H ). El ángulo [i que forma con la dirección principal 

correspondiente a se puede obtener también gráficamente como se indica en la Fi¬ 
gura 3.15 /l 

De la ley de dualidad existente enlre los estados de deformación y tensional se deduce 
también la correspondencia entre los puntos de las circunferencias C. f, y C, y las 
J— ««respondientes contenidas en los planos y_-, v_- y vy. respectivamente 

Finalmente, de la observación de los círculos de Mohr se desprende que existen dos 
direcciones a las que corresponden deformaciones transversales unitarias máximas Son 
los puntos N y Ai' de la Figura 3.17. 


(3.14. 


Por lanto, las direcciones que experimentan esta deformación transversal unitaria 
máxima son las bisectrices de los ejes principales xz. 




Figura 3.16. 
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Figura 3.17. 


3.15. Deformación volumétrica 

Veamos ahora el significado físico del primer invariante de la matriz de deformación. 
Tomando el sistema de referencia de ejes coincidentes con las direcciones principales, el 
volumen elemental dV = dx dy dz se transforma en un volumen dV = d'x d'y d':. Si e,, e 2 , 
fi 3 son las deformaciones principales, tenemos 

d'x — dx ,, ., . , , 

e =-¡- => d x = (1 + £|) dx 

dx 

_ 11 - ll - => d'y = (1 + e 2 ) dy 
dy 

e, = -— - =» d'z = (1 + c 3 ) dz 

d: 


La dilatación cúbica unitaria, que llamaremos e , es 


dV - dV d'x d'y d'z - dx dy dz 


dx dy dzu 1 + e ,l(l + + «3) - n ^ = .. -F , -F , 

dx dy dz 1 2 * * ' 


(3.15.1) 
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Vemos, pues, que el primer invariante de la matriz de deformación nos da el valor de 
la dilatación cúbica unitaria que se produce en el sólido elástico a causa de la deformación 
definida por la matriz [£>]. 

Existe una interesante descomposición de la matriz de deformación en suma de otras 
dos. Tomando como sistema de referencia el de ejes coincidentes con las direcciones 
principales, si e m es la media aritmética de los términos de la diagonal principal 


£i + í : 2 + 

r.„ =-- 

... 3 

podemos expresar [£>] de la forma siguiente: / 


(3.15.2) 



(*■ 

0 

°\ 

("* 

0 


/ £, — F. m 0 

0 

[0]= | 

0 

e 2 

0 


e 

0 

| + 0 e 2 - F. m 

0 


l 0 

0 

«3 / 

lo 

0 


O 

o 

«3 - >■;,] 


= [°o] + [°j] 


(3.15.3) 


La primera matriz [DJ. denominada matriz esférica, representa a un estado de defor¬ 
mación en el que se produce solamente cambio de volumen. La deformación volumétrica 
viene dada por la dilatación cúbica unitaria 

e = 3 r. m = e, + r. 2 + r. 3 (3.15.4) 

Por el contrario, la matriz llamada matriz desviadora, produce deformación 
volumétrica nula, según se deduce del valor del primer invariante 

«.' = £,+ c 2 + r.j - 3 i: m = 0 (3.15.5) 

Esto nos indica que en el estado de deformación que representa [D (( ] no se produce 
cambio de volumen, sino solamente cambio de forma. 


3.16. Condiciones de compatibilidad entre las componentes 
de la matriz de deformación 

Supuesto referido el sólido elástico a un sistema cartesiano ortogonal Oxyz, si conocemos 
el desplazamiento o de todos los puntos del mismo es evidente que podemos calcular de 
forma inmediata la matriz de deformación [£)] sin más que derivar sus componentes, de 
acuerdo con las ecuaciones de definición. Sin embargo, no existe esta evidencia cuando se 
trata de la proposición recíproca, es decir, dada una matriz de deformación [D] arbitraria 
no se puede asegurar que se puedan deducir de ella las funciones u, v y w. 
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Observemos que el cálculo del vector desplazamiento, cuya solución tiene que ser 
única en cada punto, se tiene que hacer a partir de la matriz de deformación, mediante la 
resolución del siguiente sistema 



compuesto de seis ecuaciones con tres incógnitas. Es entonces evidente que las componen¬ 
tes de la matriz [£)] no pueden ser arbitrarias. Veamos cuáles son las condiciones que se 
tienen que cumplir para que el sistema sea compatible y, por tanto, integrable. 

Hagamos 

1 (dw dv\ i (du dw\ I fdv du\ 

P ’ = 2 < 3 - 16 ' 2 > 

Mediante las ecuaciones (3.16.1) y (3.16.2) se pueden despejar las derivadas de u, v, vv 
respecto de .v, y, obteniendo el sistema en derivadas parciales 


equivalente a: 


F. x 

du 1 

dy ~ 2 Vxr Pz 

du 1 

T= = 2‘ xz + P > 


1 

2 + P-- 

do 

dy y 

dv 1 

7r = = 2^- px 

(3.16.3) 

1 

2 >’« " Py 

dw 1 

lh’ = 2 y >- + P * 

dw 


du = £ x d x + 

■ vr - P-) dy + (i y» 

: + P^ d = 


< U = (i -/-v, + P: 

) dx + E y dy+Q y y: 

~ P,) d - 

(3.16.4) 

dw = (i >’xz - P, 

■) dx + (i y y- + P*) 

dy + r..d: 
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cuyas condiciones necesarias de integrabilidad se obtienen igualando las derivadas cru¬ 
zadas 


(<\ 

_ 1 


- 




1 Pp } . 

\*y 

— 2 

d.X 

dx 


Pr 2 

dy dy 

2 P.v Px 

Üfz 

1 


¿Px . 

i 

fax _ ■ 


1 dy x , dp 2 

dz 

— 2 

dy 

dy 

2 dx 

dx 2 

& Pr 

2 dy dy 

de.. 

1 

dy x . 

d£y 

1 &¡x-- 

fPj 1 

. d P* . 

i ?7y: ¿P* 

, dx 

“ 2 

dz 

dz 

2 dy 

dy 2 

"p7 + 7^ ' 

2 Pr + Pr 


(3.16.5) 


Este sistema nos permite despejar las derivadas de p x . p r p., respecto de las variables: 



(3.16.6) 


equivalente a: 


</P.v 

ylPy 
<•IP r 







(3.16.7) 


cuyas condiciones necesarias de integrabilidad son llamadas condiciones de integra¬ 
bilidad o de compatibilidad de la matriz de deformación, condiciones que son también 
suficientes. 
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Se comprueba que estas condiciones se reducen a las seis siguientes: 



Obtenemos así las condiciones que tienen que verificar las componentes de la matriz 
de deformación para que ésta pueda representar un estado deformacional físicamente 
posible. 


EJKRCICIOS 

3.1. El vector desplazamiento de un punto P de un medio continuo elástico tiene de componentes, 
referidas a un sistema cartesiano ortogonal, las siguientes 

u = 4 a x 2 ; »• - 8 a z 1 ; h- = la y 1 

estando expresadas las coordenadas en metros y siendo a una constante a = 10 4 m '.Se pide: 

1. " Calcular la matriz de deformación. 

2. ” Alargamientos y direcciones principales de deformación en el punto /*(I/2, I, 1). 

1." A partir del corrimiento se obtiene de forma inmediata las componentes de la matriz 
de deformación 



cv 

= — = 0 
cy 



= 0 


dv <V 



= 4u(4; - y) 


i u 



0 
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( 8 a x O O \ 

O O 2a (4z - y) 

O 2a(4r — y) O / 


En el punto P(l/2, I. I) la matriz de deformación es 


[/>] 


4a O ()' 
O O 6a 
O 6a O, 


Si « (a, /(, ;) define una dirección principal, se tendrá que verificar 
[»][«] = «[»] 

es decir 

[D - i: /] [a ] = O 

ecuación matricial equivalente al sistema homogéneo 

(4a - e)x= O 
— t:p + 6 a ■/ = O 
6 a /f — i: y = 0 

cuya condición de compatibilidad 

4a - c 0 0 

O — c 6a =0 
O 6a — i: 


nos proporciona la ecuación cúbica 

e 2 '(4a-c) - 36a 2 (4a —c) ^ (4a—c) (c — 6a) (<: + 6a) = 0 
cuyas raíces son los alargamientos unitarios principales 
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Las direcciones principales correspondientes son: 


a) Para la raíz r. 

i = 6 u 

2a ot = 0 

=> ot = 0 


1 

- 6 aP + 6 a y - 0 

6 ap — 6ay - 0 

}- 

Como a 2 + p 2 + y 

■ 2 =l => P=±~)= 

\ “ 


de donde 






rz i 

i/ j = —= 

(/ + f) 

b) Para la raíz 

, = 4o: 




— 4ap + 6oy = 0 ) 

6 aP - 4 ay = 0 J = 

P =/=0 x =1 



j a 2 = i 

0 

c) Para la raíz e 3 

¡ = —6a: 

( 10« a=0 

=- a = 0 



6 ap + 6 ay = 0 
( 6 ap + 6 ay = 0 


7. 

2 + p 2 + r 

! = 1 - P- 

^ 

Tomamos los signos de tal forma que el triedro (u,. u 2 , u,| sea 
u , x u 2 = u 3 , se obtiene como tercera dirección principal 



1 

1 U 3 = -= 1 

ij -£> 


Las componentes cartesianas del vector desplazamiento óp de los puntos de un sólido elástico 
vienen dadas por las expresiones: 

u = ax + 4 ay ; v = 2 az 2 - ay 2 ; = ay 2 - 2 ax 2 - ^ z 2 

siendo a una constante. Se pide: 


1. " Calcular la matriz del giro experimentado por un entorno del punto P{2, I, -3/2), así 
como el vector asociado a ella. 

2. ° Hallar la superficie transformada de una esfera de radio dr y centro el punto P. 
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La matriz del giro según la ecuación (3.6.3), en un punto P(x, y. ■). es 
0 2a 2 i 


[«] = 


— 2a 0 2 a: — ay 

— 2 ax —2az+ay 0 


Particularizada para el punto P[2, I. -3/2), se obtiene 
0 2 a 4</ 

[//] = | -2a 0 —4a 

4a 4a 0 


El vector asociado a esta matriz es 


dx dv 0: 

ax+4av 2a: 2 -ay 1 ay 2 -2ax 2 - -: 2 


= - [(2uy— 4as) i + 4 ax j -4a A ] 


En el punto P(2, I. -3/2), se obtiene 


- rol S p = 2a(2 / +2 j - £) 


2° Tomemos un sistema cartesiano con origen en el punto transformado de P, es decir. 
7 3 31 

P' (2 + 6 a, 1 + - a, — - — —a), y ejes coincidentes con las direcciones principales de la ma¬ 
triz [D] de deformación. 

De la ecuación (3.6.8) 

</'r = dr + ^ rol ó x dr + [D] [z/r ] 


podemos prescindir del término - rot i)p x dr, ya que se trata de un giro que afecta a todo el 
entorno de P y, por consiguiente, no produce deformación. Queda 
dr = dr + [D] [</?] 



ANÁLISIS DE LAS DEFORMACIONES EN UN MEDIO CONTINUO 101 


que se puede poner en la forma 

[</V] = [/ + D][ ( /F] 

Si d'r (a\ y, :) 



Teniendo en cuenla que ot 2 + p 2 + y 2 = I. se obtiene 


[</r(l + e,)] 2 + [i/r( 1 + c,)] 2 + [dr[ 1 + c,)] 2 ' 

Luego iu esfera de radio dr se transforma en un elipsoide de ejes los principales de la matriz 
de deformación y longitudes de los semiejes (1 + r.,)dr. (I + i ;,|dr y (I + <:,)<//•, respectiva¬ 
mente. 

s,, r. 2 . f. j son las deformaciones principales, que calculamos a partir de la matriz de 
deformación particularizada para el punto P 



' a 2a 

- 2ax \ 

/ a 2a - 4a \ 

[D] = 

2a — 2ay 

2a: + ay = 

2<i - 2a - 2a 



-> I 



- 2ax 2a: + ay 

-y,j 

- 4 a - 2a a J 


como raíces de su ecuación característica 

u — c 2 a -4ii 
2a —2 u—f. —2u =0 

— 4a —2a a — i: 
í: 3 - 27 a 2 e - 54 = 0 

de donde 

e, = 6 a ; f, 2 — c 3 = — 3 a 

Por tanto, la ecuación del elipsoide, transformado de la esfera de radio dr, será: 



que corresponde a un elipsoide de revolución de eje de simetría el eje x. 
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3.3. Sobre un bloque paralelepípedo cuyas longitudes de las aristas verifican la relación a : b : c = 
= 3:4:5 actúa una solicitación que lo deforma de tal manera que sus caras siguen siendo 
normales entre sí. Sabiendo que en todo punto las deformaciones longitudinales unitarias en las 
direcciones de las aristas son 5 • 10 J , 4 • 10 2 y 3 • 10 \ respectivamente, calcular la 
deformación longitudinal unitaria experimentada por la diagonal. 

Si las caras siguen siendo normales entre sí. las direcciones de las aristas son direcciones 
principales. Tomaremos como sistema de referencia el Oxyz (Fig. E3.3). 



Para una determinada dirección definida por » (a. ¡t. •/). la deformación longitudinal 
unitaria tiene por expresión: 


= [u] T [D] [u ] = c, a 2 + i: 2 ¡i 2 + e 3 y 2 
Si ii tiene la dirección de la diagonal del paralelepípedo, como 


h 4 h = V' 


5 

3* 


a 3 
4 
3 


50 


h 2 16 


S _ 25 
(I 2 ~ 50 


Sustituyendo valores en la expresión de c„. se obtiene 

T—I ,9 ,16 ,25 i- 

=5-10 --1-4-10 2 -3-10 ’ — = 6.8-10 

L"J 50 50 50 I- 


3.4. Una placa rectangular OABC se deforma siendo su deformada la O'A B C', según se indica en la 
Figura E3.4. Sabiendo que en la placa se crea un estado tensional homogéneo se pide: 

1. ” Calcular la matriz de deformación en los puntos de la placa. 

2. " Hallar las deformaciones y direcciones principales. 
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I " De la figura se deducen fácilmente los valores de los alargamientos longitudinales 
unitarios en las direcciones de los ejes 


1.280 -1.200 8 
* — 1.200 ' = I20 = 6,6 ' 10 

960 - 900 6 

' : ' = ~9Ó0~ = 90 = 6 - 610 ‘ 


El valor de y xy es la suma de las variaciones angulares de las aristas paralelas a los ejes 


a 


46.875- 10 


P 


50 

960 


52,083-10 


y xx =ct + fi= -9.9-10 2 


y y ¡- es negativa, ya que el ángulo principal recto aumenta en la deformación. 

Estos valores de las deformaciones unitarias son válidos para todos los puntos de la placa. 
Por tanto, la matriz de deformación en cualquier punto de ella, será 


[D] = 


i 6,6-10~ 2 

-4.95-10 2 \ 

\ —4.95-10' 2 

6.6-10' 2 ) 


habiendo considerado la matriz de deformación sin los términos en los que interviene el eje r 
por tratarse de un caso de elasticidad plana. 
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Las deformaciones principales son las raíces de la ecuación característica 


6.6 - c - 4.95 

= 0 

| -4.95 6,6 — e | 

F. 2 - 13.2 F. + 19.06 = 0 


13.2 ± v 13.2- — 4-19.06 13.2 ±9.9 ,11.55 

2 2 ' 1,65 


Por consiguiente, las deformaciones principales son: 

I i:, = 11.55 -10 2 ; e, = 1.65 -10 - 
Las direcciones principales serán: 

— Para c, = 11.55-I0 -2 


( (6.6 - 11,55)* — 4.95/í = 0 
{ - 4.95 a + (6.6 - 11.55)/# = 0 

De estas ecuaciones se deduce i = -p. 

Como a 2 + /i 2 = 1 


x 2 + a 2 = 


— Para c, = 1.65-10 2 



P = 


sP- 


J (6.6- 1.65) i + 4.95/1 = 0 
| 4.95 i + (6.6 - 1.65)/? = 0 


/# = x ; a 2 + a 2 = I 


I 

v i : 

/2 


p= 


i 

y/2 


Las direcciones principales, definidas por los vectores unitarios 



( i 

i \ 

- ( 1 i \ 

L! 

■b- 


W2 ' >/V 


resultan ser las bisectrices de los ejes coordenadas. 


En un punto de la superficie plana de un sólido elástico se colocan las tres galgas cxtensométricas 
indicadas en la Figura E3.5, siendo tg tí = 3/4. Después de cargar el sólido se miden, mediante 
las citadas galgas, los siguientes alargamientos unitarios 

F. a = 0,003 ; c b = 0.002 ; f. c = - 0,004 
Calcular la deformación angular del ángulo recto definido por los ejes de las galgas a y b. 
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Tomando como ejes cartesianos los definidos por las galgas a y />, podemos expresar el 
alargamiento longiludinal en función de r. a = r. x . i: h = r. que son datos, y de y.que es la 
deformación angular pedida. 


= (eos (90 + 0), eos (I)- 


) {eos (90 + U)\ 
\ eos 0 ) 


«r = K .v eos 2 (90 + 0) + eos 2 () + y xy eos (90 + 0) ■ eos 0 
Sustituyendo valores, se tiene 


-0.004 = 0,003 


4 

5 


de donde 


y xr = 0.01325 rad I 

3.6. La matriz de deformación en un punto de un sólido elástico, referida a un sistema cartesiano 
ortogonal Oxyz, es 


( 4n 0 
0 3a 
-4a 0 



siendo a una constante. Se pide: 

1. " Hallar las deformaciones y direcciones principales. 

2. ” Calcular la deformación longitudinal unitaria correspondiente a la dirección que forma 
ángulos de 45° y 60° con los ejes Ox y Oy, respectivamente. 

3. ° Determinar las direcciones que sólo experimentan deformación transversal. 
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De la ecuación característica 

4a —f. O —4a 

O 3« —e O 
— 4(i O — 2a — r. 


= 0=>(3 a-e) (e 2 


2ac - 24 a 2 ) = O 


se obtienen los valores de las deformaciones principales 

| e, = 6 a : e j = 3 a ; e 3 = - 4a \ 

Calculemos las direcciones principales 

(■ — 2 a —4; =0 ; a=-2y 

* Para e, = 6 a < - 3 fi = 0 ; /í = 0 

(-4a- 8 y = 0 


a 


4 y 2 + y 2 = I => y = 


± V5 : 


a = 


2 




(a - 4 y = 0 

* Para e 2 = 3a <0-/í = 0 . a = y = 0 ; 

(-4a- 5 y = 0 

I i! i (0, 1,0) I 


Í8 a - 4 y = 0 

* Para e 3 = -4a <7/1 = 0 ; /í = 0 

(-4a + 2 y = 0 ; y = 2a 


a 2 + 


a 2 + 4 a 2 = 


1 2 




Los ejes principales se han representado en la Figura E3.6t». 
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De la condición de ser unitario el vector u que define la dirección considerada 


a 2 + ¡i 2 + y 2 = I =» ^ ^ + y 2 = I 


se deduce que existen dos direcciones distintas que cumplen las condiciones del enunciado. 
Por tanto, aplicaremos la fórmula que nos da la deformación longitudinal unitaria 

>■„ = [w] r [£>] [«'] = E x a 2 + r y p 2 + r..y 2 + y xy xfl + y r .py + y x .xy 
a los dos casos. 

ti) Para y = + j- 

I ] = 4« - + 3 a - - 2a - - 8 a ■ * _ = [ -0.578 a I 

2 4 4 2y/2 I ' 

b ) Para y = — ^ 

0 .1,1,1 I i 

-4„- + 3„ + = |T5^71 

3." Referidas a las direcciones principales, las ecuaciones de las cuádricas indicatrices de 
deformaciones, son: 

6 a X 2 + 3 a Y 2 -4a Z 2 = ±\ 

Las direcciones que sólo experimentan deformación transversal son las coincidentes con 
las generatrices del cono asintótico (Fig. E3.6fc). cuya ecuación es 

6 X 2 + 3 Y 2 - 4Z 2 = 0 
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Es decir, si (a. //. ;•) son las componentes del vector que define la dirección que sólo presenta 
deformación transversal, referidas a la terna de ejes principales, se habrá de verificar 

' 6 a 2 + 3/í 2 - 4 y 2 = 0 | 


3.7. La matriz de deformación en un punto de un sólido elástico, referida a un sistema cartesiano 
ortogonal Oxyz, es: 


[O] = 



-Ha \ 

0 I siendo a = 10 6 


Determinar mediante la consideración de las cuádricas ¡ndicatriees de deformaciones, si en una 
dirección definida por el vector u (a, ¡i, •/) se produce alargamiento o acortamiento. 


Calculadas las deformaciones principales, a partir de la ecuación característica 


-lOa-e 0 —So 

0 2 a —r. 0 

— 8a 0 2a-£ 


-». J - 6ac 2 + 100a 2 c - 168a 3 = 0 


« 2 = -a ; e 3 = — 14 a 


£, = 6 a ; 
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se obtiene la ecuación de las cuádricas indicatrices referidas a las direcciones principales 
6 a X 2 + 2aY 2 - 14 a Z 2 = c = ±1 

Ahora bien, como las componentes (z. / i , y) del vector u están referidas al sistema O.xyz, es 
necesario conocer las componentes correspondientes en el sistema de ejes coincidentes con las 
direcciones principales. 

Para ello, calculemos la matriz del cambio de ejes, determinando previamente las direccio¬ 
nes principales 



Por tanto, las componentes a*, ¡i*, y* del vector u referidas a las direcciones principales 
serán: 
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Para determinar si en la dirección definida por el vector u se produce alargamiento o 
acortamiento veremos si el extremo de u es exterior o interior al cono asintótico de las 
cuádricas indicatrices 


6 a* 2 + 2 ¡I* 


14 y* 2 = 61 —= a- -=. y 

vys ys ) 


v/5 


= -10a 2 + 2/J 2 + 2y 2 - 16 ay 


* Si - 10 a 2 + 2 P 2 + 2 y 2 - 16 ay > 0 

la dirección corta al hiperboloide de una hoja: se produce alargamiento. 

* Si - 10 a 2 + 2 ¡I 2 + 2 y 2 - 16 ay < 0 

la dirección corta al hiperboloide de dos hojas: se produce acortamiento. 

* Si —10 a 2 + 2 p 2 + 2 y 2 - 16 ay = 0 

la dirección coincide con una generatriz del cono asintótico. e n = 0; el vector deformación 
unitaria solamente tiene componente transversal. 

3.8. La matriz de deformación en un punto de un sólido elástico, referida a un sistema cartesiano 
ortogonal, es 

( 3 k 0 -k \ 

0 k 2k \ siendo k una constante 

-k 2k 2k I 

Se pide: 

1." Calcular la deformación longitudinal unitaria en la dirección del vector u , (1/3, 2/3, 2/3) 
referido a dicho sistema. 

2." Calcular la variación experimentada en la deformación por el ángulo definido por los 
vectores u , y u 2 (- 2/^/5, 1/^/5, 0). 

3." Determinar el valor de la deformación angular máxima. 

4.° Hallar la matriz desviadora y calcular sus valores propios. 

l.° La deformación longitudinal unitaria r.„ en la dirección definida por u , viene dada por 


= £ U| = [m,] t [D] [mJ = 

= e x a 2 + F y p 2 + e. y 2 + y XJ a.p+ y fI /?y + y X! ay 
Sustituyendo los valores que figuran en la matriz de deformación dada 


3 2 + k 


1 2 2 2 27 
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se obtiene 


e„ = 3 k 


2.° Se observa que los vectores ií, y u 2 son perpendiculares entre sí, por lo que la fórmula 
que nos da la variación del ángulo definido por los dos vectores que inicialmente forman un 
ángulo <p 


Vl2 = 


2 ,] r [*>][£,] “ («- + eos <p 

sen tp 


se reduce a 


y ,2 = [“ i] T [2 0][í 2 ] 


Sustituyendo valores 


6 k 

0 

-A 

/^\ 

S* 

0 

2 k 

4 k 

1 

\-2* 

4 k 

4k/ 

\ 0 / 


y operando, se obtiene 



3." A partir de la matriz de deformación se obtiene la ecuación característica 


3 k-e 0 -k 

0 k-e 2 k =0 
-k 2k 2k-e 


cuyas raíces son los valores de las deformaciones principales 

6, =4,14 fe; e 2 = Z53/c; e 3 = -0,67 k 
Con estos valores podemos dibujar los círculos de Mohr (Fig. E3.8) 
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Figura E3.8. 


de donde se deduce fácilmente el valor de la deformación máxima 


b, 4.14 + 0.67 


A - 2.405 k 


! G'-U-- 40 ^ | 

Se observa que esta deformación angular máxima corresponde a la dirección que define la 
bisectriz del ángulo A l>Z (i = 45°. ¡I = 0: y = 45°). siendo P el punto que se considera y los ejes 
X j /. los ejes principales que corresponden a las deformaciones principales «, ve. respectiva¬ 
mente. ■ 1 

4.' La matriz de deformación se puede expresar como suma de las matrices esférica v 
desviadora. 



K _f¡ 

, + 

,: r + 1 

_ 3A + k + 2k 




3 

3 


/3A 

0 -a\ 


hu 

0 0 \ 


1 k 0 -A-\ 

0 

k 2k 


0 

2k 0 

+ 

0 -k 2 k 

-k 

2k 2k J 


r 

0 2k j 


1 -k 2k 0 


La segunda matriz es la matriz desviadora 
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Sus valores propios son, multiplicadas por k, las raíces de la ecuación característica 


de donde 


1 -2 0 -1 
o -i-;. 2 =o 
-1 2 


- 6/ + 3 = o 


2, = 2,145 k ; 2 2 = 0,523 k ; 2, = -2,67 fc| 


3.9. Se considera la placa de espesor constante OABC indicada en la Figura E3.9a. Ante determinada 
solicitación externa se deforma pasando a ocupar la posición OA'B'C'. Se pide, para los puntos de 
la placa: 

1. " Calcular las deformaciones principales. 

2. " Hallar la dirección contenida en el plano a la que corresponde la deformación transver¬ 
sal unitaria máxima e indicar el valor de ésta. 


1." Calculemos en primer lugar la matriz de deformación respecto de la referencia indica¬ 
da en la misma Figura E3.9«. De las deformaciones experimentadas por la placa se deducen 
los valores de e x , i:„ (para Ó = 45°) y se sabe que el ángulo 0 no se deforma. 

0.°°1 . 

e, = —— = 10 4 


e. (0 = 45°) = ^ = 2 -10-“ = [<7 J' [D] [<7,] 
r- 2 [u ,] T [D] [u,] - <£. + £_ ) eos 0 

r = --——i—i-= o 
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Sustituyendo valores en la expresión de c„. queda 



1 10— — y \ 

/_L\ 

2.io-=a. ±) i 

2 , x > 1 

y/* 

W2 

l 1 "’ ' i’ 

1 


V 1 ) 


= \ 10-4 + 5 r > + { y» 

De la expresión de la deformación angular T se deduce: 


2(1.0| 



= (10~ 4 + 2-10—) 




y» \ 3 io - 


Vy/2 2yjl) v /2 

y sustituyendo este valor en (1) se obtiene el valor de . 


io- 


2-10" 4 = ^ 10 4 + i e,,+ ^ 10 4 => e f = 2 - 10" 


Luego la matriz de la deformación, será 



que es válida para todos los puntos de la placa. 

Las deformaciones principales son los valores propios de esta matriz De 
característica 


I 10—-e 0,5-10 4 I 
| 0,5-10 -* 2.10- -el -0 

£ 2 - 3 £. 10— + - 10" 8 = 0 
4 


: i = 2,20710— ; e 2 = 0,793 • 10— | 


( 1 ) 


ecuación 


se obtiene 
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2“ Con estos valores se pueden construir los círculos de Mohr (Fig. E3.96) y obtener 
gráficamente de forma inmediata el valor de la deformación transversal unitaria máxima 
correspondiente a las direcciones contenidas en el plano de la placa 


- c 2 2,207 - 0,793 
2 2 


0,707 -10' 1 2 3 4 



Las dos direcciones correspondientes se obtienen también gráficamente. A partir de la 
matriz de deformación se sitúan los puntos diametrales D y D‘ representativos de las direccio¬ 
nes coincidentes con los ejes x e y, respectivamente. 

Del círculo de Mohr se obtienen los ángulos 0, y 0 2 que forman con el eje x las dos 
direcciones en las cuales la deformación angular es máxima 


0, = -67*30' ; 0, = 22° 30' 



3.10. Dado el tetraedro de la Figura E3.10, cuyos vértices ocupan los puntos de coordenadas en cm O 
(0, 0, 0), A (100, 0, 0), ¡i (0, 100, 0), C (0, 0, 100), se pretende someterlo a un estado de 
deformación definido por las siguientes componentes de la matriz de deformación: 

e x = 2kx ; e y = 2ky ; e c = 2kz 
2 ^ ’ )« _ 7j* — ® 

donde las coordenadas x, y, z vienen expresadas en centímetros y k es una constante de valor 
k = 10 6 . 

Se pide: 

1. " Demostrar que dicho estado de deformación es físicamente posible. 

2. ” Calcular los desplazamientos de los puntos del tetraedro en el supuesto de que la 
traslación y la rotación en el entorno del origen sean nulas. 

3. ° Calcular el vector de deformación unitaria en los puntos de la arista AC y en dirección 

de la misma. 
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4. ° Hallar la variación del ángulo formado por las aristas OB y OC. 

5. " La deformación transversal máxima en el punto /»(!(), 10, |('() utilizando la representa¬ 
ción gráfica de Mofar. 

6. ° La deformación longitudinal unitaria en el punto P en la dirección definida por el vec- 


1. " El estado de deformación que se pretende someter al tetraedro elástico dado será 
físicamente posible si las componentes de la matriz de deformación verifican las seis condicio¬ 
nes (3.16.8) de integrabilidad o de compatibilidad. 

Como dichas condiciones se verifican idénticamente, queda demostrado que el estado de 
deformación dado es físicamente posible. 

2. El sistema de ecuaciones diferenciales (3.16.7) nos permite determinar los valores de 
las componentes p x , p r p. del rotacional del vector desplazamiento 

dp x = 0 ; dp y = 0 ; dp. = 0 

de donde 


Px = C, ; Pf = C 2 ; P: = C 3 

siendo C,, C 2 , C 3 constantes de integración, que resultan ser nulas al imponer la condición 
de nulidad de la rotación (igual a - rot ¿?) de un entorno del origen. Por tanto 


Px = P y = P z = 0 

Obtenidos los valores de p x , p r p., el sistema (3.16.4) nos proporciona de forma inmediata 
la solución de desplazamientos 
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du = 2 kxdx + kdy 
dv = kdx + 2 kydy 
dw = 2kzdz 


{ u = kx 2 + ky + «o 
v = kx + ky 2 + i> 0 
w = kz 2 + H’o 


Las constantes u„, v 0 , w 0 son nulas, ya que se anula la traslación en un entorno del origen. 
Por tanto, el vector desplazamiento 6 de los diferentes puntos del tetraedro tiene de 
componentes: 


f u = k(x 2 + y) 
l < v = k(x + y 2 ) 
{w = kz 2 


3.“ La matriz de deformación en puntos del plano xOz es 

( 2kx k 
k 0 

0 o 

En los puntos de la arista AC el vector unitario en la dirección de ella tiene por expresión 



sil y/2 


Por tanto, el vector deformación unitaria a lo largo de los puntos de la citada arista en la 
dirección de la misma será, en virtud de (3.9.2) 


2 kx k 


[s] = [D][í]= k 0 


^ 0 0 


0 

2 kz 


L±\ 



S2\ 


í S' 

0 

= 

k 

"75 

' ¡ 


1 2 kz 

W 2 




y como x + z = 100, en función de la coordenada x, el vector deformación unitaria pedido 
tendrá de componentes 
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4. ° La variación del ángulo formado por las aristas OB y OC es precisamente yPor 
tanto 

I A 

5. “ Calculemos los valores de las deformaciones principales en el punto P (10, 10, 10). La 
ecuación característica en este punto es el desarrollo del determinante 

20 fe —c fe 0 

fe 20 fe —e 0 =0 

0 0 20 fe-£ 

cuyas raíces son: 

c, = 21 fe ; r 2 = 20 fe ; r 3 = 19 fe 

De la representación gráfica de Mohr (Fig. E3.10/>) se deduce que la deformación trans¬ 
versal máxima o de máximo deslizamiento corresponde a los puntos M y M'. 

K l ~ E 3 
nuu 2 

6. ° Según (3.9.4) la deformación unitaria longitudinal tiene por expresión 

R„ = t x a 2 + + E t y 2 + y xr x/l + y x¡ ay + y /r py 

Sustituyendo los valores de a, p. y y particularizando para el punto P se tiene: 






Figura E3.I06. 








4 

Relaciones entre tensiones 
y deformaciones 


4.1. Relación experimental entre tensión y deformación. 
Diagrama tensión-deformación. Ley de Hooke 


Hasta ahora hemos estudiado, por una parte, el estado tensional creado en el interior de 
un sólido elástico y, por otra, el estado de deformación del mismo. El tratamiento de 
ambas cuestiones ha sido totalmente independiente. Sin embargo, dado que deformación y 
tensión son causa y efecto, es de esperar que los vectores tensión y deformación unitaria, 
definidos por las expresiones (2.2.8) y (3.9.1), respectivamente, estén relacionados entre sí. 

Fijada la solicitación exterior es evidente que la deformación que se origina y, en 
consecuencia, la tensión creada en el sólido clástico dependen de las fuerzas de atracción 
molecular, es decir, de la estructura interna del material. 

Se deduce, por tanto, que para obtener la relación entre tensión y deformación 
tendremos que proceder necesariamente por vía experimental mediante ensayos realizados 
en el laboratorio, en donde se comprueba, en efecto, que para dos piezas de distintos 
materiales, de iguales dimensiones y sometidas al mismo estado de cargas, las deformacio¬ 
nes son distintas. 

Con objeto de ir fijando las ideas, veamos en qué consiste el ensayo de tracción, 
tomando, a modo de ejemplo, un material como el acero dulce, de notables aplicaciones 
en la práctica. Se realiza este ensayo sometiendo una pieza recta de dimensiones nor¬ 
malizadas, llamada probeta (Fig. 4.1), a un esfuerzo de tracción que se aumenta gradual- 




Figura 4.1. 
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mente hasta la rotura. En la probeta se realizan previamente dos marcas, que determinan 
una longitud denominada distancia entre puntos, sobre las que se efectúa, por medio de un 
extensómetro, la medida de los alargamientos. 

Consideremos una probeta de sección Q a la que aplicamos en sus extremos una fuer¬ 
za F en dirección axial. Esta fuerza causa en el interior del material un estado de tensiones 
que supondremos uniforme para cualquier sección recta. La tensión normal a está relacio¬ 
nada con la fuerza F mediante la ecuación 


F 


La probeta, debido al esfuerzo, se alarga. Llamemos i: al alargamiento unitario en el 
sentido longitudinal. Aumentando progresivamente el valor de F y llevando los valores de 
° y e a un gráfico cuyo eje de ordenadas mida tensiones (a) y el de abscisas deformaciones 
unitarias (e), se obtiene para el acero dulce el diayrama tensión-deformación indicado en la 
Figura 4.2. 

Al ir aumentando el valor de la tensión desde 0 hasta o p existe proporcionalidad con 
las deformaciones unitarias. La gráfica es recta y el punto p correspondiente recibe el 
nombre de límite de proporcionalidad. Para el acero es o B = 2.000 kp/cm 2 , aproximada¬ 
mente. 

Sobrepasando este valor se entra en la zona de elasticidad no proporcional. La gráfica 
es curva, siendo nulas las deformaciones permanentes hasta el punto e llamado límite de 
elasticidad , que separa el periodo elástico del período elástico-plástico. 

En la zona elástico-plástica, en el caso de cesar la fuerza se observarían deformaciones 
permanentes, lo que imposibilita que el material vuelva a recuperar las condiciones 
iniciales. 



Figura 4.2. 
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Llegado a este punto, se pueden observar unas líneas que forman 45° con el eje de la 
probeta llamadas líneas de Lüders y que son producidas por las tensiones tangenciales 
cuyos valores máximos, según vimos en el Capítulo 2, corresponden a esas direcciones 
y originan un desplazamiento relativo de las redes cristalinas de moléculas del material. 

Hasta un punto f que se llama límite de fluencia los alargamientos son pequeños, 
pero al llegar a él aumentan considerablemente sin necesidad de aumentar la fuerza F. 
Para cierto tipo de materiales la fuerza disminuye hasta un valor determinado por el 
punto f, denominado límite inferior de fluencia (en este caso f se llama límite superior de 
fluencia). 

Alcanzado el límite de fluencia al seguir aumentando la fuerza sobre la probeta, la 
curva es creciente hasta un valor máximo cuya tensión correspondiente se llama resisten¬ 
cia a la tracción o tensión de rotura , a pesar de que ésta se produzca instantes después, 
cuando el material sufre un alargamiento en una parte pequeña de la probeta. Se forma 
una pequeña garganta o huso, reduciéndose rápidamente la sección transversal; la defor¬ 
mación plástica, que se reparte en un principio a lo largo de toda la probeta, se concentra 
en una zona originando la estricción. el esfuerzo disminuye y la probeta se rompe. Para el 
acero dulce la tensión de rotura vale de 4.000 a 5.000 kp/cm 2 . 

Realmente esto no acontece como se ha indicado. Cuando hemos hablado de que se ha 
alcanzado un valor determinado de la tensión, se ha calculado ésta dividiendo la fuerza F 
ejercida por la sección inicial que tenía la probeta, pero esta sección ha ido disminuyendo, 
lo que hace que el valor indicado en la gráfica sea un valor erróneo por defecto que irá 
aumentando con las deformaciones. Esto hace que la gráfica obtenida sea falsa, sin 
embargo, es la que se utiliza en la práctica dado lo laborioso que sería tener en cuenta 
continuamente en el valor de la tensión las variaciones de la sección. 

La determinación del límite de elasticidad es, en general, bastante difícil, por lo que en 
la práctica se loma como este límite el punto /j, que se llama entonces límite aparente de 
elasticidad. Sin embargo, el tomar este punto como límite de elasticidad puede traer 
consigo que se pueda romper el material sin necesidad de llegar a la tensión de rotura. En 
efecto, si hacemos desaparecer la carga F cuando la tensión o, pertenece a la zona 
elástico-plástica, queda una deformación permanente i: A (Fig. 4.3o). Si aplicamos nueva¬ 
mente un esfuerzo hasta conseguir la misma tensión anterior <r, se observa que el alarga¬ 
miento e 2 es considerablemente superior al e,, y las cosas ocurren como se indica en la 




a) b) 


Figura 4.3. 
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Figura 4.3b. Si cesa la fuerza causante de la deformación se mantiene una deformación 
permanente e b que, como se ve, es notoriamente mayor que e a . 

Al hacer el proceso reiterativo vemos que en una de las operaciones de someter a la 
probeta a la tensión <r,, se rompe sin llegar a este valor. 

Se deduce que sin necesidad de aplicar una tensión que llegue a tr r , ni aun que 
pertenezca a la zona plástica, se puede conseguir la rotura de un material por aplica¬ 
ciones sucesivas de un esfuerzo que produzca simplemente una pequeña deformación 
permanente. 

Es por esta causa que las tensiones admisibles deben pertenecer a la zona de elastici¬ 
dad proporcional en la que no existen deformaciones permanentes. Lógicamente el valor 
máximo admisible debería ser la a e , límite de elasticidad, pero al ser difícil de determinar 
la frontera entre la zona plástica y la elástico-plástica, en la práctica se toma como tensión 
admisible el cociente entre la tensión de rotura y un número entero n que varía según el 
material de que se trate y llamado coeficiente de seguridad. 

tfadm = ^ (4.1.2) 

La gráfica tensión-deformación en la zona de elasticidad proporcional es lineal, por lo 
que su ecuación analítica será: 


o = Ee (4.1.3) 

siendo E una constante llamada módulo de elasticidad longitudinal o módulo de Young. 

Esta expresión constituye la ley de Hooke: en la zona elástica de los materiales, las 
tensiones son proporcionales a los alargamientos unitarios. 

El módulo de elasticidad longitudinal E que, según se deduce de la ecuación (4.1.3) 
tiene las dimensiones de una tensión ([F][¿] -2 ), es diferente para cada material. En la 
Tabla 4.1 se recogen los valores de E para algunos materiales de gran utilización. 


Tabla 4.1. Valores de E 


Material 

E (GPa) 

Material 

E (GPa) 

Acero estructural 

200 

Cobre 

110-120 

Acero inoxidable 

200 

Latón 

105 

Fundición gris (4,5 % C) 

70 

Bronce 

110 

Fundición maleable 

165 

Aluminio 

69-72 

Hierro forjado 

190 

Duraluminio 

70 

Hierro colado 

83-170 

Madera 

11-14 

Hormigón 

25-30 

Granito 

50 


4.2. Deformaciones transversales. Coeficiente de Poisson 

Al realizar el ensayo de tracción descrito anteriormente no solamente aumenta la longitud 
de la probeta en sentido longitudinal, sino que se observa también una disminución de las 
dimensiones transversales. 
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Consideremos el prisma rectangular de la Figura 4.4 y supongamos que ejercemos la 
tracción en el sentido del eje longitudinal que tomaremos como eje x. 

Las deformaciones unitarias en las direcciones de los ejes y, z son: 


pero por tratarse de un material isótropo estos acortamientos unitarios son iguales: 



A c 
c 


(4.2.2) 


Poisson, basándose en la teoría molecular, demostró que dentro de la zona elástica de 
cada material la relación entre el acortamiento lateral unitario y el alargamiento axial 
unitario es constante. Esta constante, que designaremos por //, se denomina coeficiente de 
Poisson y ha sido comprobado experimentalmente. 

y = N = , (4.2.3) 

E F. 


Teniendo en cuenta que se trata de acortamientos, podremos expresar éstos en función 
de la tensión o nx , en la forma 



El coeficiente de Poisson para materiales isótropos es aproximadamente igual a 1/4. 
Para el acero dulce en deformaciones elásticas se suele tomar el valor /i = 0,3. Los valores 
correspondientes para el aluminio y cobre que se deforman elásticamente son ligeramente 
superiores. 

La dilatación cúbica unitaria del prisma recto sometido a tracción o compresión se 
puede expresar en función del coeficiente de Poisson 

e = e x + c y + £. = e x - hf. x - he x = (\-2h)e x (4.2.5) 

que se anula para /í = 0,5, es decir, la dilatación cúbica será tanto menor cuanto más se 
aproxime el valor de n a 0,5, como ocurre con algunos materiales, tales como la goma y la 
parafina. 



Figura 4.4. 
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Es evidente que todo esto es aplicable al caso de estar sometido el prisma a compre¬ 
sión sin más que cambiar los signos: en sentido longitudinal, la deformación (acortamien¬ 
to) sería negativa, mientras que las deformaciones transversales (alargamientos) serían 
positivas. 

Conviene advertir que una deformación en una cierta dirección no implica que exista 
tensión en esa misma dirección. Según se ha visto anteriormente, se han producido 
deformaciones transversales, sin que por ello y en esas direcciones se produzca tensión 
alguna. 

Otra cosa sería si la superficie lateral del prisma no fuera libre o estuviera sometida a 
una acción exterior que causara unas tensiones a ny y a n; en el interior del prisma en las 
direcciones de los ejes y, z, respectivamente. Para estos casos, y suponiendo que el material 
trabaja en la zona elástica, admitiremos el llamado principio de superposición. 


4.3. Principio de superposición 

En la teoría lineal de la Elasticidad se admite el principio de superposición , que expresa que 
el estado de equilibrio debido a varias acciones exteriores es igual a la superposición de las 
soluciones que corresponden a cada uno de los estados si cada acción exterior actuara 
independientemente. 

Supongamos ^in sólido elástico al que se aplican fuerzas de superficie f a (X , Y, Z ) y 
fuerzas de masa./),, (X, Y, Z) y sea [7] la matriz de tensiones correspondiente. 

Supongamos^ ahora_el mismo sólido elástico descargado al que aplicamos fuerzas de 
superficie f Q (A”, Y, Z') y fuerzas de masa /) (.Y', Y , Z'). correspondiendo al estado 
tcnsional que este sistema crea una matriz de tensiones [7']. 

Según el citado principio de superposición, si consideramos que al sólido elástico 
aplicamos simultáneamente los dos sistemas de fuerzas, /„ y ./) + /)„ la matriz de 
tensiones que corresponde es [7 + 7']. Es decir, las tensiones debidas a la acción simultá¬ 
nea de dos sistemas de fuerzas se obtienen sumando las correspondientes a las acciones 
aisladas de cada uno de ellos. Una consecuencia inmediata que se deduce del citado 
principio es que el estado final del cuerpo no depende del orden en que se aplican las 
fuerzas. 

Es evidente que para que este principio sea válido las tensiones en el estado tensional 
resultante de la superposición de otros tienen que verificar las ecuaciones de equilibrio 
interno, las ecuaciones de equilibrio en el contorno y las ecuaciones de compatibilidad 
expresadas en términos de tensiones*. 

Comprobemos, por ejemplo, la primera ecuación de equilibrio interno. Para cada 
sistema de fuerzas actuando independientemente se verificará: 


V d <7-, 

d x d t,_ 

X + — 

+ —ü + _*= = o 

d x 

d y d z 

X'J-^ 

d t'. ¿4 

j _íi a _ £; _ n 

d x 

+ - T — O 

o y d z 


* Las ecuaciones de Michell, que se verán en el Epígrafe 5.5. 
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Sumando miembro a miembro 


x + x' + d (a " x + a " x) + d (T * y + X ' xy) + 8 {Tx: + Tx:) = 0 

d x d y d z 


(4.3.1) 


Análogamente comprobaríamos las demás ecuaciones. Por ejemplo, la segunda ecua¬ 
ción de equilibrio en el contorno 

Y = r xy a + a„ y ¡i + Tj,. y 

Y = r' xy a + a' ny p + x' yz y 

de las que se obtiene, sumando miembro a miembro 

Y + 7 = (t xy + T X y) « + {a ny + a' ny ) p + (r y . + T y .) y (4.3.2) 

Hay que advertir que la comprobación de este principio descansa en el carácter lineal 
de las ecuaciones de condición. No se verificará en la teoría no lineal. Incluso en la teoría 
lineal, no se podrá admitir el principio de superposición cuando los cambios de posición y 
forma del sólido al aplicar el primer sistema de fuerzas haya que tenerlos en cuenta al 
aplicar el segundo sistema. 


4.4. Leyes de Hooke generalizadas 

En un punto interior de un sólido elástico consideremos un entorno cúbico cuyas aristas 
tengan las direcciones principales de la matriz de tensiones. Este cubo, cuya arista conside¬ 
raremos que tiene longitud unidad antes de la deformación, se convierte, después de 
cargada la pieza, en otro cuyas longitudes de las aristas serán 1 + e,, 1 + e 2 , 1 + e 3 (Fi¬ 
gura 4.5), ya que por conservarse las caras paralelas se deduce que las direcciones 
principales de las matrices de tensiones y de deformación son coincidentes. 


r-1 

l+f! 

r 

- 


íCTT. 

AJ_ 

7 


liw /• 

]/_ . 

- 

O2 


Z 

/I + e, 


Figura 4.5. 
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Admitido el principio de superposición, las deformaciones principales serán 
£ i =\ K + <* 3 )] 

' £ 2 = ^ 0 2 -/'(ff. +ff 3 )] (4.4.1) 

£ 3 =£ l> 3 -/'(«T, +ff 2 )] 


Éstas son las llamadas leyes de Hooke generalizadas para el caso particular que los ejes 
coordenadas sean coincidentes con las direcciones principales. Relacionan entre sí las 
componentes de las matrices de tensión y de deformación que, en este caso, se reducen 
ambas a su forma diagonal. 

Pero veamos cuáles serían las relaciones entre las componentes de ambas matrices 
cuando el sistema de ejes Oxyz no coincida con la terna formada por las direcciones 
principales. 

Para ello consideremos en un punto O interior al sólido elástico un sistema ortogonal 
Ox* y* z*, cuyos ejes coincidentes con las direcciones principales y otro Oxyz también 
ortogonal pero en una posición arbitraria. 


Sean: [7] la matriz de tensiones referida al sistema Oxyz 

[r*] la matriz de tensiones referida al sistema Ox*y*z* 

[D] la matriz de deformación referida al sistema Oxyz 
[D *] la matriz de deformación referida al sistema Ox*y*z* 

Si u* es un vector unitario referido al sistema Ox*y*z*, el redor tensión a* correspon¬ 
diente a la orientación definida por dicho vector y eí vector deformación unitaria 7* en 
esa dirección, en virtud de (2.2.8) y (3.9.2). tienen por expresiones 




(4.4.2) 


Sea u el mismo vector unitario pero referido al sistema Oxyz, y <r y 7 los vectores 
tensión y deformación unitaria correspondientes 


[¿ r ] = [T'][<7] 
[7] = [D][,7] 


(4.4.3) 


AI ser u* y u el mismo vector unitario, los vectores tensión a* y a son iguales, así 
como también son iguales los vectores deformación unitaria 7* y 7. Quiere esto decir que 
si [R] es la matriz del cambio de coordenadas del sistema Ox*y*z* al Oxyz, se tiene 


[*7] = [R] [«*] 

[í] = [R] [^*] 
[£] = [R][7*] 


(4.4.4) 
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De la primera de estas ecuaciones matriciales se deduce 

[u*] = [J?] T [/7] (4.4.5) 

ya que [i?] es una matriz ortogonal y su inversa es igual a su traspuesta. 

Por una parte, tenemos 

[e] = [D] [t7] = [/?] [£*] = IR] [D*] [«7*] = IR] [D*] [R] r [7] 

de donde se obtiene 

[D] = [K][D*][/?] 1 ' (4.4.6) 

expresión que relaciona las matrices de deformación correspondientes a los dos sistemas 
de referencia. 

Por otra parte, ya vimos en (2.4.10) que 

[r] = [/?][T*][/?] T (4.4.7) 

relación ésta que liga las matrices de tensiones en los dos sistemas de referencia. 

La expresión (4.4.6) puesta en forma explícita es: 



Identificando los términos diagonales, por ejemplo e^ se tiene 

= r u ^ [o , - n{o 2 + <r 3 )] + r¡ 2 ^ |> 2 - //(cr, + <r 3 )] + rj 3 ^ [> 3 - / 4 <r, + <r 2 )] = 
- 1 1 ° i + r * 2 Gl + r ‘ 3 ff3 _ ^ + '• 12(^1 + o 3 ) + r 13 ( 17 , + <t 2 )]} 


(4.4.8) 
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Ahora bien, de (4.4.7) 


í°nx r xy r„\ 

1 r u r i 2 r l3 \ 

_e» 

o 

o 

/ r 11 r 21 »*3l\ 

T xy O ny T y: 

| = I r 21 >-22 r 23 | 

0 o 2 0 

r 12 r 22 r 32 

W T " ""I 

\ r 31 r 32 *33 / 

0 a 3 j 

^ r 13 r 23 r 33j 


(4.4.9) 


se deduce 


a nx = ''ti o, + r\ 2 (¡ 2 + rf 3 a 3 (4.4.10) 

Como [/?] es ortogonal rf, + rf 2 + rf 3 = 1. Sustituyendo (4.4.10) en (4.4.8) se tiene 


E * = £ ~ l*( a l + °2 + ° 3 ) + t‘ 

y como por el invariante lineal de la matriz de tensiones 

<r, + <r 2 + a 3 = o nx + a ny + a n . 
la expresión (4.4.11) queda finalmente 


y análogamente: 


s.v = ^ io nx ~ + o n: )-] 

< e r = ¿ 

£ .- = l K.- - /'K* + %■)] 


(4.4.11) 


(4.4.12) 


Identificando ahora en la misma ecuación matricial (4.4.6) los términos rectangulares, 
por ejemplo £ y xy , tenemos 

1 1 

2 ^ ~ £ ‘ r »» r 21 C CT 1 _ / í ( <7 2 + ff 3)] + r i2 r 22[ ff 2-( i ( £r l + ff 3)] + r i 3 y 2 3 3 “ jU 1 -<7 2 )]¡ = 

= £ I lf u r 2i + r i 2 r 22 ff 2 + r I 3 r 2 30 - 3 -/í[r 1I r 21 (<x 2 + <7 3 ) + r l2 r 22 (<7,+ <r 3 ) + 


+ r i3 , ‘23( ff l +^2)]¡ 


(4.4.13) 
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Ahora bien, de (4.4.7) se deduce, identificando, el término z xy 

*xy = r ii r 2i a i + r !2 r 22 ff 2 + r i3 r 23ff3 

y teniendo en cuenta que se verifica 

r,ir 2l + r l2 r 22 + r 13 r 23 = 0 

por ser la matriz [/?] ortogonal, la expresión (4.4.13) se reduce a 

1 I + /i 

2 , xy ~ E tjcy 

Haciendo 


2(1 + n) 

Queda: 



(4.4.14) 


(4.4.15) 


(4.4.16) 


(4.4.17) 


ecuaciones que junto con las (4.4.12) traducen las llamadas leyes de Hooke generalizadas. 

G recibe el nombre de módulo de elasticidad transversal y. según se deduce de la 
ecuación (4.4.16), tiene las mismas dimensiones que el módulo de elasticidad longitudinal 
E (ya que el coeficiente de Poisson es adimensional), es decir [F] [F]“ 2 . De esta ecuación 
también se deduce que el valor de G es siempre inferior al valor de £, y de la misma forma 
que éste, depende exclusivamente del material. En la Tabla 4.2 se recogen los valores de G 
para algunos materiales de gran aplicación práctica. 

Tabla 4.2. Valores de G 


Material 

G (GPa) 

Material 

G (GPa) 

Acero estructural 

75,2 

Cobre 

42,3-43,2 

Acero inoxidable 

75 2 

Latón 

39,2 

Fundición gris (4,5 %C) 

41 

Bronce 

41 

Hierro forjado 

73 

Aluminio 

26,3 

Hierro colado 

34-65 

Granito 

19,2-20.8 
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Las ecuaciones (4.4.17) expresan una ley análoga a la de Hooke: en el dominio elástico 
de los materiales, las deformaciones angulares son proporcionales a las tensiones tangen¬ 
ciales. 

Los términos de la matriz de deformación son iguales, por tanto, a la mitad de las 
variaciones angulares de las proyecciones de los ejes de referencia sobre los planos 
coordenadas correspondientes. 

En las Figuras 4.6 y 4.7 quedan resumidas las relaciones que hemos obtenido anterior¬ 
mente entre las componentes de las matrices de tensiones y de deformación. 



Figura 4.7. 
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4.5. Ecuaciones de Lamé 


Las ecuaciones (4.4.12) y (4.4.17) expresan las deformaciones en función de las tensiones. 
Obtengamos ahora las fórmulas inversas, es decir, las expresiones de las tensiones en 
función de las deformaciones. Llamemos e y 0 a los invariantes lineales de las matrices de 
deformación y de tensiones, respectivamente 


e = e x + , + s, 

© = <*«x + °ny + <*„. 

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (4.4.12), se tiene 


l-2/i 


(4.5.1) 


(4.5.2) 


Las ecuaciones de Hookc generalizadas se pueden poner de la siguiente forma: 


e x = J O„*0 +/í)-/I®] 

«, = ^ KyO +/!)-/!©] 

| K : d +/i)-//0] 

Despejando de estas expresiones las tensiones normales y sustituyendo 0 en función 
de la dilatación cúbica unitaria, según la ecuación (4.5.2), se tiene: 


/í E //£ E 

(T - -0 H-e =- e -i- 

1 + n (1 + n) (1 + /¿)(1 - 2 n) l+n 

a - f ‘ 0 + ^ _ tiE E 

a " y 1 + n “ + (1 + //) Ey (1 + //)(1 - 2 /i) 6 + 1 + n 

fi E fiE E 

(J = -0 + —- c, =- e H- 

1 +/< (1 +/0 - (1 +/<)(! - 2 //) l+n 


e x 


e z 


Si hacemos 


(4.5.3) 


HE 

(1 +/i)(l -2 n) 


A = 


(4.5.4) 
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y como, según (4.4.16) 


2(1 + t i) 

resultan, junto con las tensiones tangenciales despejadas de las ecuaciones (4.4.17), las 
llamadas ecuaciones de Lamé 


<J„ X = Ae + 2 G f. x 
< r„ y = Ae + 2 G Fy 
(T n . = }.e 4- 2 G f. 

Z xy = G Yxy 

x r- = G Y y- 

, = G y„ 


De ellas se deduce que las componentes de la matriz de tensiones (tensiones normales y 
cortantes) se pueden expresar, dentro del campo elástico, como funciones lineales de las 
deformaciones: las tensiones normales, en función de las deformaciones longitudinales 
unitarias, y las tensiones cortantes, en función de las deformaciones transversales unita¬ 
rias. 

También se observa que los coeficientes de las funciones lineales se reducen solamente 
a dos: A y G. Estos dos parámetros reciben el nombre de coeficientes de Lamé. 


EJERCICIOS 


4.1. Una barra de sección rectangular a x b = 100 - 50 mrn y longitud / = 2 m sometido a una 
traecon F - 50 toneladas experimenta un alargamiento A l = I mm y una contracción lateral 
Ab = - 0,007 mm. Se pide calculan 

1. ” El módulo de elasticidad longitudinal de la barra. 

2. " El valor del coeficiente de Poisson. 

3. La variación de la dimensión del lado a = 100 mm de la sección recta. 

4. ” Dimensiones de la sección recta si se somete a la barra a una tracción de F, = 40 ton. 

1." Del dato del alargamiento de la barra se deduce, por la ley de Hooke 
_ A/ _ a _ F 

C ~T ~E~~Eab 
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de donde: 


E 


F I 
abtil 


50-10 3 -2-10 2 
10 5-0,1 


= 2-10 6 kp/cm 2 


E = 2-10" kp/cm 2 


2.° Asimismo, de la expresión de la contracción lateral 


A b Al 

— = - tlc = _ 


se deduce el coeficiente de Poisson n 


F = 


/ Ah 200 0.007 

h aí ~ t ~r ~ 0,28 


/i = 0,28 


3." La variación del lado a = 100 mm de la sección recta será: 


A a Al 


A a = —fi — a 


A a = —0,014 mm 


4.” Si se somete la barra a un esfuerzo de tracción F, = 40 ton: 


A a 
a 


A b 


= -HE = -H 


F. 40-10 3 

—— = -0,28 -= - 1,12 

Eah 2-10 -10-5 


Aa = -1,12-10 4 -10 = — 1,12-10^ 
Ab= — 1,12-10 -4 -5 = -0,56-10' 


• 10“ 4 
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Las dimensiones de la sección recta, después de aplicada la fuerza de tracción F, - 40 ton, 
serán 


a! = a + Aíi = 10 - 1,12- 10 3 cm 
/>' = /> + A/> = 5 - 0,56-10* 3 cm 


4.2. Una placa rectangular a x b = 50 x 25 cm, de espesor constante, se le somete a un sistema 
exterior de fuerzas presentando un estado tensional tal que las tensiones principales tienen en 
todos sus puntos los valores 


a, = 7 kp/mnr ; a l = 3 kp/mm 2 ; <r, = 0 

Las direcciones principales son respectivamente las de los lados de la placa y perpendicular a la 
misma. , . _ . , „ . , 

Conocido el módulo de elasticidad E = 2-10 6 kp/cnr y el coeficiente de Poisson /t = 0,3, 
calcular: 

1. a La variación del área de la placa. 

2. ” La deformación unitaria del espesor. 


1." Tomemos un sistema de ejes cartesianos coincidentes con los de simetría de la placa. 
Estos ejes determinan las direcciones principales en cualquier punto de la misma (Fi¬ 
gura E4.2). 

Los alargamientos unitarios principales son: 


e , = i «t, - = ^3 (7 - 0,3 • 3) = 3.05 • I0 * 4 

^ (*a - F*,) = 27^3 < 3 - °' 3 ’ 7 » = °' 45 ' 10 "" 



Figura E4.2. 
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La variación del área A de la placa será: 

AA = a(l + £,) fe(l + e 2 ) — ah ~ a/>(e, + e 2 ) 
Sustituyendo valores: 

AA = 500-250 (3,05 + 0.45)-1(T 4 = 43,75 mm 2 


| AA = 43,75 mm 2 | 

2." La deformación unitaria del espesor es el alargamiento unitario principal en la 
dirección del tercer eje principal 


«3 = ^ l>3-/*K + ff 2 )]= “JTJó 5 °’ 3 < 7 + 3 > = -1.5-10“ 4 
[ e 3 = — 1,5- 1Q- 4 | 

El signo negativo indica, evidentemente, una contracción. 

4.3. Un bloque cúbico de hormigón cuya longitud del lado es a = 15 cm se comprime en dos 
direcciones perpendiculares mediante el mecanismo de barras articuladas indicado en la Figu¬ 
ra E4.3o aplicando fuerzas F = 12 ton. En los extremos A, B , C', O de las barras se colocan 
unas placas perfectamente rígidas con objeto de que la compresión sobre las caras del hormigón 
sea uniforme. 

Calcular la variación de volumen experimentada por el bloque. 

Datos: E = 2,8-10 5 kp/cm 2 ; /i = 0,1. 

Veamos primeramente las fuerzas de compresión que actúan sobre los dos pares de caras 
opuestas del cubo de hormigón. 

Descomponiendo, por ejemplo, la fuerza F en las direcciones de las barras AA’ y AD, la 
fuerza de compresión que transmite la barra AA' es F z = F J2. 




Figura E4.3. 
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Análogamente se obtiene el valor de la fuerza de compresión transmitida por la barra 
BBF¡ = Fy/2. 

Estos esfuerzos se reparten de forma uniforme sobre las caras del cubo mediante las placas 
rígidas indicadas, creando un estado tensional tal que las tensiones principales son: 


<r, = 0 


= a i = 


Fy ¿? 

a 2 


Sumando las expresiones de las deformaciones longitudinales principales, dadas por las 
leyes de Hooke generalizadas, se obtiene la dilatación cúbica unitaria. 


1 2FJ2 

e = e, + c 2 + e 3 = - (<r, + a 2 + <x 3 )(l -2 fi)= -(1 - 2 (i) 


„ AV 

Como e = —, se tiene 


AV=eV= - 21 0-2 /<) a 


Sustituyendo valores: 


2 -12 - 10 3 h 

AV= ~ 2 , 8 - 10 » ' 11 ~ 0,2)15 Cm ' 


AV= - 1.45 cm 3 


4.4. Sobre el prisma recto de la Figura E4.4<i actúan las fuerzas F, = 10 ton y F 2 = 2 ton, 
uniformemente repartidas sobre las caras indicadas. Las longitudes de las aristas del prisma son 

AB = 4 cm; AD = — cm; AA' = 2 cm. Sabiendo que el prisma es de acero, de módulo de 
elasticidad E = 2,1-10 6 kp/cm 2 y coeficiente de Poisson ¡i = 0,25, calcular: 


1. " Componentes intrínsecas del vector tensión correspondiente al plano n. 

2. " Deformaciones principales. 

3. a Deformación transversal unitaria máxima, expresada en grados. 


l.° Sobre las caras del prisma las tensiones tangenciales son nulas. De ello se deduce que 
las direcciones perpendiculares a las caras son direcciones principales. 
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Si AB = a; AD = b, AA' = c, las tensiones principales si 
F, 2.000 

ff, =-= = 250 kp/cm 2 

a-c 4-2 


a 2 = 0 
F, 


10.000 


750 kp/cm 2 


Tomemos un sistema de ejes cartesianos coincidentes con las direcciones principales (Fi¬ 
gura E4.4Z>). 

El punto representativo de la tensión en los puntos del plano n es el D del círculo de Mohr 
(Fig. E4.4</). Este punto es precisamente el de intersección de la circunferencia C 2 con el eje de 
ordenadas. Las componentes intrínsecas del vector tensión correspondiente al plano n serán: 

a n = 0 


- 1 sen 20 = 500 ^ = 250^3 kp/cm 2 


ff„ = 0 ; 


t = 250^/3 kp/cm' 
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2. ° Las deformaciones principales son, en virtud de las leyes de Hooke: 

B , = | |>, - / l (* 2 + * 3 )] = TJ ^6 < 250 + 0 ’ 25 ’ 75Q ) = 2 ' 083 ' 10 ‘ 4 

e 2 = ^ [> 2 - //(«x, + <x 3 )] = 0,25(250-750) = 0,595-10 4 

e 3 = I [<t 3 - +ff2 )]=__ s (-750 - 0.25-250)= -3,869-10" 4 

| c, = 2,083-10 4 ; e 2 = 0,595-10 " 4 ; e 3 = -3,869-10 4 [ 

3. “ Conocido el módulo de Young y el coeficiente de Poisson, el módulo de elasticidad 
transversal es, por definición 


G = 


E 

2(1 + /<) 


2.1 • 10 h 

2(1 + 0,25) 


= 8.4-10 5 kp/cm 2 


La deformación transversal unitaria máxima se puede obtener a partir de la tensión 
tangencial máxima, aplicando la ley de Hooke 



1g 


rr, — a¡ 
4G 


250 + 750 
4-8,4-10 5 


= 2,97-10 


radianes 


o bien a partir del círculo de Mohr de deformaciones (Fig. E4.4e) 


de donde: 



2,083 + 3,869 
2 


• 10 4 radianes 



= 2,97 • 10 4 radianes 


que coincide, evidentemente, con el valor obtenido por el otro método. 


La deformación 



expresada en grados, será 


/I \ 

2,97-10 4 



= -- 360 = 

0,017° 

\2 Jmáx 

2 71 




RELACIONES ENTRE TENSIONES Y DEFORMACIONES 139 



Figura E4.4c. 


4.5. Un cubo metálico que tiene de longitud de arista a = 20 cm se sumerge en el mar a una 
profundidad z = 400 m. 

Conociendo el módulo de elasticidad del metal E = 2.1 • 10" kp/cnr, el coeficiente de Poisson 
H = 0,3 y el valor de la densidad del agua del mar ó = 1,06, calcular la variación de volumen que 
experimenta el cubo sumergido. 


Suponiendo despreciable la diferencia de presión hidrostática en los distintos puntos de las 
caras del cubo, debida a la diferencia de cola, la tensión creada (de compresión) es uniforme y 
de valor absoluto igual a la presión existente en la cota 2 por debajo de la superficie libre 

p = ¿gz = 1.060-400 kp/m 2 = 42,4 kp/cm 2 

Si representamos gráficamente el estado tensional del cubo mediante el diagrama de Mohr, 
vemos que los círculos se reducen a un punto situado en el eje de abscisas. Resulta, por tanto, 
que cualquier dirección es principal. 



A 



(7, - a 2 ~ 


Figura E4.5. 
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Sea ff el valor de la tensión y s el alargamiento unitario. Por la ley de Hooke 
1 ff(l - 2 n) 

£ = - [ff, - //(ff, + ff 3 )] = - - - 


Como a = —p, sustituyendo valores, se tiene 

-42.4(1 - 2 0,3) 

E ~ 2.1 • 10 6 ' 

De la expresión de la deformación cúbica unitaria 


se obtiene 


, = _= 3 . 


AV=3 r.a 3 = -3-8-10 6 -20'= -0,192 cm 3 


AV= - 192 mnv' 


4.6. Un paralelepípedo de dimensiones a = 3 cm, b = 3 cm, c = 4 cm, constituido por material 
homogéneo clástico se aloja en una cavidad de la misma forma y dimensiones, cuyas paredes son 
de un material lo suficientemente rígido para poderlo suponer indeformable. 

Sobre la abertura de la cavidad de dimensiones a x b y a través de una placa rígida de peso y 
rozamiento despreciables se aplica, perpendieularmente a ella, una fuerza F - 200 kp que 
comprime al bloque clástico. 

Si el coeficiente de Poisson es /f = 0,3 y el módulo de elasticidad F = 2 • 10 4 kp/cm 2 calcular: 

1. " Las fuerzas laterales ejercidas por las paredes de la cavidad sobre el paralelepípedo. 

2. " La variación de altura experimentada por el mismo. 

l.° Tomaremos un sistema de referencia con origen en el centro del paralelepípedo y ejes 
coincidentes con los de simetría (Fig. E4.6). 

Al actuar la fuerza F de compresión en sentido longitudinal del paralelepípedo, las dimen¬ 
siones transversales aumentarían si no lo impidieran las paredes rígidas de la cavidad. El 
problema equivale a aplicar sobre las caras laterales unas fuerzas uniformemente repartidas, 
ejercidas por las paredes de la cavidad, que den lugar a unas tensiones normales a nx y a n> , tales 
que sean nulos los alargamientos unitarios en direcciones normales a las caras. 

Estas tensiones a nx y a„ s son ¡guales, por razón de simetría. 

a ta = a my 

F 20° 2 

°n; =-7 = “ k P/ CI11 

ab 9 

e X = E y = ^ L°nx ~ Fl°ny + = 0 
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Figura E4.6. 

De esta última ecuación, teniendo en cuenta la primera, se tiene 
F a , 


ff„ v (l -/<) = /* rr n: 


=> a nr = 


0,3 ■ 200 200 

9irro5í--^r kp/cra 


Las fuerzas laterales ejercidas por las paredes de la cavidad sobre el paralelepípedo serán 


200 

— -3-4= -114,28 kp 


F x = F, = - 114,28 kp ; 
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Se puede observar que las direcciones principales en cualquier punto del prisma son 
coincidentes con las de los ejes del sistema de referencia adoptado. 

2.° El acortamiento unitario en la dirección de la fuerza aplicada F viene dado por la ley 
de Hooke 






= -8,25-10' 


Como e. = —, la variación de altura pedida será 

Ac = a.= -4-8,25-I0' 4 = -0.0033 cm 
I A c = -0.033 mm j 


4.7. En el interior de un cilindro de acero absolutamente rígido, de radio interior r — 0,10 ni, se 
introduce un cilindro de caucho del mismo radio (coeficiente de Poisson // = 0,4), según se indica 
en la Figura E4.7. Mediante una Tuerza F = 2 ton que actúa sobre un pistón de peso y 
rozamiento despreciables colocado sobre el caucho, se comprime éste. 

Calcular en kg/cm 2 la presión entre la goma y el acero. 

Es este un ejercicio muy parecido al anterior. En aquél, las direcciones principales perpen¬ 
diculares al eje : estaban indeterminadas y, por conveniencia, tomábamos los ejes .v e y 
perpendiculares a las caras del paralelepípedo. En éste, la dirección del eje del cilindro es 
también principal, así como están indeterminadas las otras dos. Ahora tomaremos como ejes x 
e r dos ejes ortogonales arbitrarios, perpendiculares ambos al eje z. Los ejes de este sistema de 
referencia son principales. 

Del mismo modo que hacíamos allí, tenemos aquí 



siendo p la presión pedida entre la goma y el acero. 



Figura E4.7. 
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De esta última ecuación 


- /<) = /' a„ 




n r 2 (1 - p) 


Sustituyendo valores 


0,4 • 2.000 
3.14- 1() 2 0,6 


-4,24 kp/cm 2 


se obtiene: 


p — —4,24 kp/cm 2 


4.8. Un paralelepípedo de cierto material elástico (coeficiente de Poisson p y módulo de elas¬ 
ticidad E), de dimensiones a x b x c, se introduce en una cavidad de anchura b de paredes 
rígidas, planas y perfectamente lisas, como se indica en la Figura E4.8. 

Se aplica a la cara superior, perpendicularmente a ella, una fuerza constante p por unidad de 
superficie. 

1. " Calcular los valores de las tensiones principales en los puntos del paralelepípedo. 

2. " Hallar las variaciones de longitud que experimentan las aristas. 

I.° Tomando un sistema de ejes cartesianos coincidentes con los de simetría del paralele¬ 
pípedo, se tiene 


de donde: 


o„ y = p ff„. = -p p 



Figura E4.8. 
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Fácilmente se comprende que en cualquier punto del prisma las tensiones principales son 
constantes, así como las respectivas direcciones principales, coincidentes con las de los ejes 
adoptados 


<r, = 0 ; tr 2 = -pp ; ff 3 = -/ 


2° De las leyes de Hooke se obtienen los alargamientos unitarios 


c x = t 0« ~ /<(% + «*„)] = (I + /<) 


£ r = ^ [ff,. - p(°„ x + <7„ v )] = ~Y 0 - H 1 ) 

Por tanto, las variaciones de longitud que experimentan las aristas, serán 
A</ = e, a = 


Upa 


(1 +//) 


Afc = £ v h = 0 


4.9. Dos paralelepípedos iguales del mismo material y de dimensiones a x b x c, se colocan a uno y 
otro lado de una placa lisa rígida adosados a ella por sus caras a x c, de tal forma que sus ejes de 
simetría perpendiculares a dichas caras sean coincidentes. Ambos paralelepípedos, junto con la 
placa, se introducen en una ranura de anchura igual a dos veces la longitud de la arista b más el 
espesor de la placa. Las paredes de la ranura son planas, rígidas y perfectamente lisas. 

Se aplican respectivamente a los dos bloques en sus caras superiores y perpendicularmente a 
ellas fuerzas uniformemente repartidas p x y p¡ por unidad de superficie. 

Conociendo el módulo de elasticidad Ii y el coeficiente de Poisson p, se pide calcular: 

1. " Las tensiones principales en ambos bloques. 

2. ° Las variaciones de longitud de las aristas de los mismos. 

1° Tomemos un sistema de ejes cuyas direcciones sean las de las aristas del paralelepípe¬ 
do (Fig. E4.9). H H H 

Las tensiones normales sobre las caras de cada uno de los paralelepípedos son: 

a) En el cuerpo j : a nx = 0 (por no actuar ninguna fuerza en la cara b x c y ser libre la 
deformación en esa dirección), a ny y a n2 = —p t . 

b) En el cuerpo 2 ): = 0 (por la misma razón), a'„ r y a'. = -p 2 . 

Las ligaduras existentes se traducen analíticamente en las siguientes ecuaciones: 

CT -> = < 

suponiendo despreciable la diferencia de áreas de las caras en contacto con la placa, y 
e r + e’ t = 0 

debido a la invariabilidad de la distancia entre las paredes de la cavidad. 
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De estas dos ecuaciones se deduce 


1 

£y + Ef = É ia " r ~ 1 ‘ °' z + °" y 


p O = 0 


2 <x„ y + p(p, + p 2 ) = 0 => a BT = a' ny = 


P<P i + Pi) 


Como las direcciones principales en cualquier punto de los dos cuerpos son las de los ejes 
que hemos tomado, las tensiones principales pedidas son: 



r ff n.v = 0 


f a' nx = 0 

cuerpo (T) | 

PÍPl + Pl ) 

cuerpo 2 | 

1 . PiPi+Pi) 

a *> 2 

^ = “Pl 

| ^ 2 

L ~ -Pi 


2.° Los alargamientos unitarios en las direcciones de las aristas son: 
a) En el cuerpo (D 


~P , 

e, = ~Y K, + 

) = [p(Pi +p 2 ) + 2p,] 

1 

£, = g K, - P 

) = YÉ {p '~ 

1 

Ej = - - P ff»,. 

) = Ye ^ 2(Pl + p 2 ,_ 2p > ] 
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Luego: 


A a = E x a = j^ [p(p, + p 2 ) + 2 p,] 
H b 

Ab = e,b = — (p, - p 2 ) 

Ac = c.-c = ~ [p 2 (p, + p 2 ) - 2 p,] 


6) Las variaciones de longitud de las aristas del cuerpo •> se obtienen directamente a 
partir de las expresiones obtenidas para el cuerpo i permutando entre sí p, y p 2 

A ■a = ¿ x a = Y^ [p(p, + p 2 ) + 2 p 2 ] 

A 'b = c' t -b = ~ (p 2 -p,) 

AV = 4 c = O 2 (P, + /> 2 ) - 2 p 2 ] 

4.10. Se considera un prisma cuadrangular regular cuyo material tiene de módulo de elasticidad 
E = 2,8-10 5 kp/cm 2 y coeficiente de Poisson p = 0,1. La longitud del lado de la sección recta es 
a = 20 cm. En ambas bases del prisma se colocan dos placas perfectamente lisas y rígidas, de 
peso despreciable, unidas entre sí mediante cuatro cables de sección fi, = 1 cm 2 y módulo de 
elasticidad E t = 2- 10 6 kp/cnr de longitudes iguales a la altura del prisma / = 1 m, simétrica¬ 
mente dispuestos, como se indica en la Figura E4.10. 



Figura E4.10. 
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Sobre dos caras laterales opuestas del prisma se aplica una fuerza de compresión uniforme 
p = 750 kp/cm 2 . Se pide calcular: 

1. ° Tensión a en los cables. 

2. " Tensiones principales en el prisma. 

3. " Variación de volumen experimentada por el prisma. 

l.° El alargamiento en la dirección del eje z provocado por la compresión p sobre las 
caras laterales somete a tracción a los cables que. a su vez. por el principio de acción y 
reacción, comprime al prisma en la dirección del eje z con una fuerza de valor 4 

Las tensiones normales en las caras del prisma son: 


= a n,= ~P i 


4<rí2, 

—¡¡ r ~ 


Al ser las placas perfectamente rígidas son iguales los alargamientos unitarios de los 
cables y del prisma en la dirección del eje z. 

El alargamiento unitario en los cables es: 


mientras que el correspondiente a la dirección longitudinal del prisma: 

1 ( 4afi. 


K: - I'K, + 


n 1 l 4ffíi > 


p p 


Igualando ambas expresiones: 


a 1 

T t = E 


4a Í2, 

—— + /i P 
a 


se obtiene la expresión de la tensión en los cables 


Ppa 2 E , 
Ea 2 + 4£,íí, 


Sustituyendo valores se tiene: 




0,1 -750-20 2 -2-10 6 
,8-10 5 -20 2 + 4-2 -10 6 -1 


kp/cm 2 - | 500 kp/cm 2 | 


2° Las direcciones principales en todos los puntos del prisma coinciden con las direccio¬ 
nes de los ejes del sistema de referencia adoptado. Por tanto, los valores de las tensiones 
principales son: 


4 ■A, 

£a 2 + 4£,n i 


a nx = 0 ; 


= -p ; 
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Sustituyendo valores: 


(T„ y = — 750 kp/cm 2 

4-0,1 -750-2-10 6 -1 


a nz = — 


kp/cm 2 = — 5 kp/cm 2 


2,8-10 5 -20 2 + 4-2-10 h -1 
Ordenando de mayor a menor, tenemos: 

I ff, = 0 ; a 2 = — 5 kp/cm 2 ; a 3 = —750 kp/cm 2 
3.° La deformación cúbica unitaria es: 

ff.v + + o. 


e = e_ + + r. ■ 


(1 - 2 //) 


En virtud de las expresiones obtenidas anteriormente, se tiene: 

(1-2 n){pa 2 + 4ffí2.) 

En 2 


Sustituyendo valores: 


(I - 0.2)(750-20 2 + 4- 500 1) 

- • 2 , 8 - 10 5 - 20 2 -= - 21 . 57-10 

La variación de volumen experimentada por el prisma será: 

AV=e V= -21,57-10 _4 -20 2 -100 = -86,28 cm 3 

I AK = - 86,28 cm 3 | 


Los resultados anteriores son válidos siempre que nos movamos en el campo elástico, 
es decir, cuando el límite elástico del material del prisma sea superior, en valor absoluto, a 
750 kp/cm 2 , así como el límite a tracción de los cables sea superior a 500 kp/cm 2 . 





5 

Planteamiento general 
del problema elástico 


5.1. Introducción 

Según lo que hemos visto hasta aquí, si conociéramos el campo de desplazamientos o 
corrimientos 3 de los puntos de un sólido elástico, la determinación de la matriz de 
deformación [£)] sería inmediata, sin más que aplicar las ecuaciones de definición (3.7.1) 
desús componentes. La matriz de tensiones [F] se obtendría a partir de [D] aplicando las 
ecuaciones de Lamé (4.5.5). 

Si nos dieran la matriz de deformación en los puntos del sólido elástico, comprobada 
la verificación de las ecuaciones de compatibilidad, la obtención del campo de corrimien¬ 
tos se haría integrando en la forma descrita en el Epígrafe 3.16, y la matriz de tensiones, 
aplicando las ecuaciones de Lamé 

Si, por el contrario, fuera conocida la matriz de tensiones, la matriz de deformación se 
obtendría aplicando las leyes de Hooke generalizadas, y el campo de corrimientos me¬ 
diante un proceso de integración. 

Sin embargo, para la resolución general de un problema elástico, es decir, para la 
determinación de las tensiones y deformaciones, así como el campo de corrimientos que 
se producen en un sólido elástico, en función de la solicitación que sobre él actúa, las 
magnitudes que hemos supuesto conocidas suelen ser incógnitas del problema, siendo 
los datos del mismo, o condiciones de contorno, el conocimiento de las fuerzas de 
superficie aplicadas, las fuerzas de masa, o los desplazamientos de los puntos del 
contorno. Según sean los datos, se pueden presentar fundamentalmente los siguientes 
problemas. 

Primer problema. Se conocen las fuerzas exteriores f n aplicadas al sólido elástico en 
equilibrio, así como las fuerzas de masa por unidad de volumen. A partir de estos datos se 
pide calcular las matrices de tensión [F] y de deformación [£)], así como el campo de 
corrimientos 3 de todos los puntos del sólido elástico. 
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Segundo problema. Son conocidas las fuerzas de masa por unidad de volumen, así 
como los desplazamientos de todos los puntos de la superficie exterior del sólido elástico 
en equilibrio. El problema planteado es la determinación de la matriz de tensiones [T] y 
de deformación [D], así como los desplazamientos £ en todos los puntos interiores del 
sólido elástico. 


Problema mixto. Como su nombre indica, es una combinación de los dos tipos de 
problemas anteriores. Aquí los datos de partida son el sistema de fuerzas de masa por 
unidad de volumen/,, sobre el sólido elástico en equilibrio, y las condiciones de contorno 
conocidas son las fuerzas de superficie/„ sobre una zona de la superficie exterior, así como 
los desplazamientos de los puntos del resto de dicha superficie exterior. 

Para la resolución del problema elástico, según se ha visto en capítulos anteriores, será 
necesario que las componentes de la matriz de tensiones verifiquen las ecuaciones de 
equilibrio interno 


X + 


Y +■ 


da. 


da, 


dx 


dz„ n 


(5.1.1) 


Z 





dx y: + da„. _ ^ 
dy dz 


Por otra parte, los componentes de la matriz de deformación, definidas en función de 
las componentes u, v, w del vector desplazamiento 3, como 





(5.1.2) 


(du 


1 1 (du ¿5w\ 

1 1 (*> 

dw\ 

[dy 

dx)' 

2 7x2 ~ 2 \dz + dx) '' 

2 2 V& 

dy) 


tienen que cumplir las condiciones de compatibilidad 
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9 S 2 B X _ d í dy yz dy x: | dy x> \ 
dydz dx \ dx dy dz ) 

9 _ 3 ( dy *-- dy * : | 

dz dx dy \ dx dy dz ) 

2 = + 

dx dy dz \ dx dy dz ) 

(5.1.3) 

¡Pyy 1 = P& 1 d\ 
dydz dy 2 + dz 2 

d 2 y x . _ d 2 e x d 2 e s 
dz dx ~ dz 2 + dx 2 

d 2 y xy _ d 2 E y d 2 ¡: x 
^ dx dy ~ dx 2 + dy 2 

para que el estado de deformaciones que representa sea físicamente posible. 

Las tres ecuaciones de equilibrio interno, las seis de definición de la matriz de deforma¬ 
ción, más las seis de compatibilidad, constituyen un sistema de quince ecuaciones. Por 
otra parte, el número de incógnitas es también de quince: seis componentes de la matriz de 
tensiones, seis componentes de la matriz de deformación, más tres componentes del vector 
desplazamiento. 

Para la resolución del problema elástico, de una forma general, será necesario resolver 
un sistema de quince ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con quince incógnitas. 

Dado el elevado número de funciones incógnitas es aconsejable elegir como incógnitas 
fundamentales, bien las componentes del vector desplazamiento bien las componentes de 
la matriz de tensiones. Veamos a continuación cómo se resolvería el problema en cada 
uno de estos casos. 

5.2. Formulación del problema elástico en desplazamientos. 

Ecuaciones de Navier 


Las leyes de Hooke generalizadas, como hemos visto anteriormente, expresan las defor¬ 
maciones en función de las tensiones. Con las ecuaciones de Larné se ha resuelto el 
problema inverso, es decir, expresar las tensiones en función de las deformaciones. Con 
estas relaciones, es evidente que las ecuaciones de equilibrio interno (5.1.1) que relacionan 
las componentes de la matriz de tensiones pueden ser expresadas en términos de deforma¬ 
ciones. así como las ecuaciones de compatibilidad (5.1.3) entre las componentes de la 
matriz de deformación se podrán expresar también en términos de tensiones. 

Como a su vez las deformaciones se definen a partir de las componentes u, v, vv del 
vector corrimiento £, es obvio que tanto las ecuaciones de equilibrio interno y en el 
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contorno como las condiciones de compatibilidad podrán ser formuladas en función de 
los desplazamientos. 

Veamos la forma que adoptan las ecuaciones de equilibrio interno expresadas en 
términos de desplazamientos. 

Expresemos primeramente las tensiones en función de u, v, w, partiendo de las ecuacio¬ 
nes de Lamé: 


.. du dv dw\ <5m . .. du 

= Ae + 2G s v = A ( — + — + — ) + 2G — = A div o + 2G — 
K dx dy dz) dx dx 


„ dw 

G)'„ = G[~ + ^ 


= G y xy . 

\8y dx 

La primera ecuación (5.1.1) de equilibrio interno tomará la forma: 
da. r dx„ dx„ .. . d .. » _„¿5 2 m _d 2 u 


X + 


dx dy 
„ d 2 u 


. = X + A div 5 + 2G + G 
dz dx dx dy 


d 2 v 


dxdy 


G Mz‘ X + i 


+ G 


d 2 u d 2 u 
dx 2 + dy 2 


. d 3 ^ d (du dv dw\ 

l T X dlvS + G 8- X {d- X + Ty + ^)^ 

) = X + (2 + G) div 3 + G Ah = 0 

) dx 


Las otras dos ecuaciones se obtendrían por permutación circular. 

Quedarían como ecuaciones de equilibrio, expresadas en términos de desplazamientos, 
las siguientes: 

X + (2 + G) 4- div £ + G Au = 0 
dx 

Y + (A + G) 4- div £ + G Av = 0 (5.2.1) 

dy 

Z + (A + G) div d + G Aw = 0 

, dz 

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de Navier. 

Si multiplicamos estas ecuaciones respectivamente por los vectores unitarios i ,j ,k y 
sumamos miembro a miembro, obtenemos: 


/„ + (2 + G) V div £ + GA J = 0* 


(5.2.2) 


r 8 - d r d 

* V es el operador Gradiente, cuya expresión en coordenadas cartesianas es V = / - —t- j — —I- k — y A es el 

dx dy dz 

^2 

operador laplaciana A = —= + —- + —Aplicada a la función vectorial 6 será Aó = i A u + j A v + k Aw. 
dx 2 dy 2 dz 1 
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siendo: 


A = f A u +J Av + í( Avv 


Esta ecuación es llamada ecuación fundamental de la Elasticidad. Por venir expresada 
vectorialmente, su formulación es intrínseca, es decir, independiente de cualquier sistema 
particular de coordenadas. Es de hacer notar que en ella sólo intervienen las fuerzas de 
masa y los desplazamientos. 

Dado que para obtener las ecuaciones de Navier hemos hecho intervenir las ecuacio¬ 
nes de equilibrio y por partir de las funciones u, v, w está asegurado el cumplimiento de las 
ecuaciones de compatibilidad, la solución del problema elástico planteado en desplaza¬ 
mientos se reduce a encontrar soluciones de las ecuaciones (5.2.1) que verifiquen las 
condiciones de contorno. Dicho de otra manera, la ecuación fundamental de la Elastici¬ 
dad es la única a la que debe satisfacer el vector desplazamiento, en todos los puntos del 
sólido elástico. 

Podemos obtener algunas consecuencias inmediatas de las ecuaciones de Navier en el 
caso particular que las fuerzas de masa por unidad de volumen sean constantes. 

En efecto, derivando la primera ecuación (5.2.1) respecto de .v. la segunda respecto de 
y, y la tercera respecto de e, sumando miembro a miembro estas ecuaciones se obtiene 
U + G) Ae + G Ae = 0 (5.2.3) 

de donde 

Ae = 0 (5.2.4) 

es decir, si las fuerzas de masas son constantes, la dilatación cúbica unitaria es una función 
armónica en todos los puntos del sólido elástico. 

Por otra parte, aplicando el operador laplaciana a las mismas ecuaciones de Navier, se 
tiene: 

U + G) Ae + G A 2 u = 0 
dx 

' U + G) S- Ae + G A 2 v = 0 (5.2.5) 

oy 

(A + G) — Ae + G A 2 »v = 0 
dz 

siendo A 2 el operador bilaplaciana. 

Como la dilatación cúbica unitaria es una función armónica, como acabamos de ver, 
resulta: 


A 2 u = 0 ; A 2 v = 0 ; A 2 vv = 0 (5.2.6) 

es decir, si las fuerzas de masa son constantes, las componentes del vector desplazamiento 
son funciones biarmónicas en todos los puntos del sólido elástico. 
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En este epígrafe hemos visto que la solución general del problema elástico, cuando éste 
se formula en desplazamientos, consiste en encontrar la solución de la ecuación fundamen¬ 
tal de la Elasticidad, que verifique las ecuaciones de contorno. De entre los diversos 
métodos que existen para su resolución, aquí vamos a exponer dos soluciones: la primera, 
llamada vector de Galerkin , que tiene carácter general; la segunda, la del potencial de 
deformación, que no presenta el carácter de solución general de la primera, pero es de 
notorio interés en la resolución de determinados problemas prácticos. 


5.3. Vector de Galerkin 


Se denomina así a la solución general de la ecuación fundamental de la Elasticidad que fue 
presentada en 1932 por P. F. Papkovitch a partir de la solución dada por B. Galerkin 
en 1930. 

Como en la ecuación fundamental (5.2.2) figuran los operadores A y V div, ambos de 
segundo orden, cabe ensayar una solución del tipo 

2G# = (cA-V div) P (5.3.1) 

siendo P un campo vectorial llamado vector de Galerkin y c una constante que se 
determinará imponiendo la condición de que esta solución verifica la ecuación funda¬ 
mental 

2 Gj„ + [(A + G) V div + G A] (c A - V div) P = 0 (5.3.2) 

Desarrollando, se tiene; 

2 G/„ + [c(A + G) V div A - (A + G) V div V div + c G A 2 - G A V div] P = 0 
Pero como 

V div A = A V div = V div ■ V div 


queda: 

2 G/ r + [c(A + G) - (A + G) - G] V div A P + c G A 2 P = 0 
Tomaremos el valor de la constante c, de tal forma que se anule el corchete 
c(A + G) - (A + G) - G = 0 


de donde 


A + G 


2pE + 2 £( 1 - 2//) 

2//£ + £(1 — 2 p) 


-/O 


quedando la ecuación anterior reducida a: 

2 G/„ + 2 (1 - /i) G A 2 P = 0 


(5.3.3) 


o bien 


A 2 P = 


L 

\-p 


(5.3.4) 
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es decir, la ecuación de Navier se cumplirá si los desplazamientos verifican 

2 G $ = [2 (1 - n) A - V div] P (5.3.5) 

siendo P el vector de Galerkin, que a su vez satisface la ecuación (5.3.4). 

De esta ecuación (5.3.4) se deduce que si las fuerzas de masa son nulas, las componen¬ 
tes del vector de Galerkin deben ser funciones biarmónicas. 

Con el conocimiento del vector de Galerkin queda resuelto el problema elástico. En 
efecto, si el sistema de coordenadas es cartesiano ortogonal, y si el vector de Galerkin tiene 
de componentes P x , P r P., de la ecuación (5.3.5) se deduce: 

u = (div P) 

G 2 G dx 

v = ÍZJL AP ±.1 (div P) (5.3.6) 

G r 2 G dy 

w , = Lzü AP; _J_^ (div /*) 

A partir de estas ecuaciones se obtienen las componentes de la matriz de deformación. 


3u 


dx~ 

G A dx 

dv 

Llü. t, 8 Iy 

dy~ 

G dy 

dw _ 

1 - P A ' 1P - 

dz ~ 

~G~ 

du 

dv 1 — /i 

dy + 

dx~ G 1 

du 

dw 1 — n 

Tz + 

~dx~ G ' 

dv 

dw 1 - n 


dy~ G ‘ 


(div P) 


aI Hr + ir *) - ñ t^t (div P) 

dz dx I G dxdz 


(5.3.7) 


Aplicando las ecuaciones de ¿timóobtenemos, finalmente, las componentes de la matriz 
de tensiones en función del vector de Galerkin. 
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Como: 


ff„ v = Xe + 2 G e v = 


/«£ 


(1 - 2//)(l + /<) 




u-rtn +jj diví , 

£ £ 


dP d 2 ^ dP í d 2 \ * 

2(1 _ ^ A _ _ (div i») = 2(1 - /i) A + (^/iA - ¿p J div J* 


CT nx = 2 (1 — Jí) A -r- 5 + (/(A 


d.v ; 


div P 


ff ny = 2(1 — /<) A ^ + (/<A - div P 
8P ( d 2 \ 

a„. = 2(1 - n) A -rrf + (//A - ) div P 

T„ -(I -rtA (^ + ^í)-div? 


(5.3.8) 


5.4. Potencial de deformación 

Podemos obtener una solución particular de las ecuaciones de Navier cuando el vector 
desplazamieno derive de un potencial 0 

2 G 2 = V 0 (5.4.1) 

La función 0 tendrá que cumplir la ecuación fundamental. Por tanto, se habrá de 
verificar: 


/,. + VA0 + ^AV0 = O 


(5.4.2) 
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Como el gradiente de la laplaciana es igual a la laplaciana del gradiente, queda: 

fe + ~~ G V A c¡> = 0 (5.4.3) 

Consideremos el caso en el que las fuerzas de masa sean nulas. La ecuación (5.4.3) se 
satisface entonces para A(/> = cte. Si esta constante es nula, el potencial de deformación es 
una función armónica y también se anula la dilatación cúbica unitaria, ya que 

e = div S = —— div V <f> = —í- A<f> = 0 (5.4.4) 

2 0 2 G 

Decimos entonces que existe un potencial de deformación <f>. 

De la ecuación (5.4.1) se deducen las expresiones de las componentes cartesianas («, v, 
w) del vector corrimiento. 


1 d(f> _ 1 dtp 1 d<f) 

2G Jx ' V ~Tg dy ' W = 2~Glz 


(5.4.5) 


A partir de ellas podemos calcular las correspondientes a la matriz de deformación, 
aplicando las ecuaciones de definición 

1 d 2 4> 1 d 2 (¡> 1 d 2 <p 

" 2 G dx 2 ' Ey ~ 2 G dy 2 '' ** ~ 2 G dz 2 

(5.4.6) 

| 1 1 d 2 <t> 1 _ 1 d 2 <f> 1 1 d 2 (f> 

2 Vxy ~ 2 G dxdy : 2 7xs ~ 2 G dxdz : 2 7y: ~ 2G dydz 


Aplicando las ecuaciones de Lamé se obtienen las componentes de la matriz de ten¬ 
siones 




o nx 


d^<¡) 

d 2 <f> 

: 

° ny ~ dy 2 1 

d 2 4> 

_ d 2 <t> 

dxdy ’ 

Tx: dxdz 



(5.4.7) 


Veamos ahora qué relación existe entre el potencial de deformación y el vector de 
Galerkin. Para ello consideremos un vector de Galerkin tal que 


AP = 0 


(5.4.8) 
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en el caso que las fuerzas de masa sean nulas para que podamos afirmar, según hemos 
visto anteriormente, que existe un potencial de deformación. En este caso la ecuación 
(5.3.5) se reduce a 


2 G $ = — V div P (5.4.9) 

que vemos que coincide con (5.4.1) cuando: 

<t>=~di\P (5.4.10) 

Vemos, por tanto, que el potencial de deformación, en el caso que las fuerzas de masa 
sean nulas y el vector de Galerkin sea una función vectorial armónica, es un caso 
particular de la solución que Galerkin dio a la ecuación fundamental de la Elasticidad. 


5.5. Formulación del problema elástico en tensiones. 

Ecuaciones de Michell y de Beltrami 

El problema elástico también puede ser formulado en tensiones, esto es, tomando como 
incógnitas fundamentales las componentes (a nx , a„ r a n; , x xy . x xz , x y; ) de la matriz de 
tensiones. Si partimos de las tres ecuaciones de equilibrio interno es evidente que estas 
ecuaciones son insuficientes, pues son seis el número de incógnitas. Por otra parte, la 
solución de deformaciones del problema elástico tiene que verificar las condiciones de 
compatibilidad, que podemos expresar en términos de tensiones. 

Veamos, pues, qué forma tomarían las ecuaciones de compatibilidad cuando se expre¬ 
sen en función de las tensiones. 

En la cuarta de ellas 


d 2 y yz _ d 2 E. d 2 e y 

dydz ~Jy^ + ~dz 2 

reemplacemos las deformaciones en función de las tensiones, despejadas de las ecuaciones 
de Lamé 


siendo: 



o„ y — he 
2 G 


nx + ff n) . 

+ a )- 1 ~ 2/ ' 0 • 

X - » E 

ni) E ' 

(1 +/i)(l -2 fi) 

1 p ; 

, c 2 o„ y ;.(i-2//) 

r~ 

© 

0 

2 G [ c 

'y 2 dz 2 E 

V«y 2 + dz 2 )\ 

d \z _ 

d 2 o ny _ n / 

d 2 e d 2 @\ 

dydz 

dy 2 dz 2 1 + n \ 

dy 2 + 1?') 
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Derivemos ahora la segunda ecuación (5.1.1) de equilibrio interno respecto de y , la 
tercera respecto a z y sumemos miembro a miembro: 

dydz dy 2 dz 2 dx V3y dz ) dy dz ' ' ' ' 


Sustituyendo en (5.5.1), teniendo en cuenta que 

dx x 
dy 


£l« = y da ™ 
dz dx 


d 2 a„ y d 2 a„. _ d 2 a ¡ 
dy 2 dz 


dX dY dZ _ d 2 a nz 
dx 2 + dx dy dz dy 2 


d 2 a ny _ ft_ fd^Q d 2 0 \ 

r: 1 1 + // l dy 2 + dz 2 ) 


3v 2 


dz 2 


3.X 2 


3.x 2 


d 2 ff„ y d 2 a„. 

3 2 <T„- 
+ —“ + 

d 2 (t„. d 2 a„. 

dx 2 

dy 2 

dz 2 

dx 2 dx 2 

Q c 

> 2 0\ 

dY dZ 

dX dX 

dx dx 

y 2 T dz 2 ) 

dy dz 


A(<r 




A0 - 


3 2 0 \ 
3.x 2 J 


- div /„ + 2 - 


A(0 


- -TT _ 1- A0 “ TT = - div J r + 2 — 

dx 2 1 + u \ c’.x 2 / 3x 


3 2 0 


( ' 2 0 


3* 


3A- 


A0 - (1 + /i) A<r ni . - = -(1 + //) div + 2(1 + n) — 


(5.5.3) 


Análogamente, obtenemos otras dos ecuaciones permutando circularmente las va¬ 
riables 


A0 - (1 + n) Aa„ y - = - (1 + n) div /„ + 2(1 + n) ^ 


3 2 0 


(5.5.4) 


A0 - (1 + /i) A«T n . - = - (1 + //) div X + 2(1 + n) 


(5.5.5) 
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Sumando miembro a miembro estas tres ecuaciones, despejamos A0 

A0 - - !±í div / 
l - H 


y sustituyendo en (5.5.3), (5.5.4) y (5.5.5), se obtienen: 

i e 2 @ 


A<r„ 


A<j„ 


dX 


l ci-& n .. 7 . 

+ i-div /.-2 £ 

1 + // ¿y 2 1 - n iv 


1 d 2 0 


trw n 7 _ ¿>Z 

Air„„ + —- rr=- -- div /„ - 2 — 

1 + n dz 2 1 - /i dz 


(5.5.6) 

(5.5.7) 

(5.5.8) 

(5.5.9) 


Consideremos ahora las tres primeras ecuaciones (5.1.4) de compatibilidad. 

En la primera de ellas: 

dydz dx \ dx dy 8z) 

sustituyamos las deformaciones en función de las tensiones, deducidas de las ecuaciones de 
Lamé 


d 2 o nx _ l- 2 /i d 2 @ d í dz yc { 8z x: + gr^A 

dydz £ dydz dx \ dx dy dz ) 


d 2 a nx _ n d 2 0 = _ d% d\, + d 2 r xy 
dydz 1 + /i dydz dx 2 dxdy dxdz 


(5.5.10) 


Derivando la segunda ecuación de equilibrio interno respecto de z, la tercera respecto 
de y, si sumamos miembro a miembro, se tiene: 

d 2 z xy d 2 x x . _ d 2 x y: d 2 Ty. d 2 a ny d 2 a„. dY dZ 155 H) 

dxdz + dxdy dz 2 dy 2 dydz dzdy dz dy 

Sustituyendo en (5.5.10): 


d 2 n d 2 0 . dY dZ 

dydz y ' 1 + ¡i dydz ' dz dy 

1 d 2 0 (dY dZ\ 

Atyz + l + fi dydz ~ \dz + dy) 


(5.5.12) 


Por permutación circular de las coordenadas obtendríamos las correspondientes a la 
segunda y tercera ecuaciones (5.1.4). 
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En definitiva, se obtienen como ecuaciones de compatibilidad expresadas en términos 
de tensiones las siguientes: 


1 d 2 0 


dX 


Acr + —— -j-j = - -div f„- 2 

1 + n ox I - // ex 

1 í 2 0 n -f 8Y 

* 1 + // 8y 2 1 - n dy 


a 1 d @ V a - 7 dZ 

A a„. + -—T = — - div - 2 — 

1 + /( VZ- 1 - /I • ' dz 

1 r? 2 0 (dY dZ\ 

AXyi + 1 + // dydz ~ Uz + 8y) 


At v 


Ar v 


1 ¿ 2 0 _ {M 8Z^ 

1 + /i dxdz 


1 r» 2 © 


1 + n dxdy \dy dxj 


oz ox. 


dx ¿n 


(5.5.13) 


Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de Michell. 

Para el caso muy frecuente que = constante, estas ecuaciones se reducen a: 

8 2 Q 

(1 4- fi) Aff nv + ——j— 0 > 
dx 2 

£ 2 0 

1 (1 + /<) A a ny + -j j = 0 ; 

(1 + n) A<t„. + = 0 ; 

que se llaman ecuaciones de Beltrami. De ellas se desprende que si las tensiones son 
funciones lineales de las coordenadas, las condiciones de compatibilidad quedan automá¬ 
ticamente satisfechas, ya que no figuran en ella más que derivadas de segundo orden. 


8 2 @ 

(1 + H) Al + —— = 0 

dydz 

(,+ " , at ~ + 2 =o 


(5.5.14) 


8 2 Q 

(1+/i) At ^ + ^ = ° 


5.6. Unicidad de la solución del problema elástico 

Se nos plantea ahora si las ecuaciones que formulan el problema elástico, vistas en los 
epígrafes anteriores, pueden tener más de una solución. 
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La respuesta nos viene dada por el teorema de unicidad debido a G. Kirchhoff*. que 
establece que una solución de las referidas ecuaciones, tal que las componentes de la 
matriz de tensiones verifiquen las ecuaciones de equilibrio interno y de contorno, así como 
que las componentes de la matriz de deformación satisfagan las ecuaciones de compatibi- 
dad, esa es la solución del problema elástico planteado, y es única. 


5.7. Principio de Saint-Venant 

El grado de exactitud con que la solución del problema elástico nos da la distribución de 
tensiones, o de deformaciones, en todos los puntos de la pieza elástica depende, asimismo, 
del grado de coincidencia de la distribución real de las fuerzas de superficie con la 
distribución supuesta en las condiciones de contorno. 

Fácilmente se comprende que en el caso de cargas puntuales, para evitar que en los 
puntos de localización de esas cargas la tensión tome valor infinito, será preciso suponer 
una distribución unifome tal que sea estáticamente equivalente a la real, esto es. que 
respecto de cualquier punto, los sistemas real y supuesto tengan la misma resultante y el 
mismo momento resultante. El reparto de tensiones en las proximidades de los puntos de 
aplicación de las fuerzas es evidente que no son iguales en ambos casos. 

En tales circunstancias admitiremos el principio de Saint-Venant que establece que a 
partir de una distancia suficiente de los puntos de la superficie en los que están aplicadas 
las fuerzas puntuales, el reparto de tensiones es el mismo que el que se tendría si las 
fuerzas exteriores se aplicaran de forma uniforme. 

Este principio es de gran utilidad en la resolución de problemas elásticos, ya que nos 
permite simplificarlos. En virtud de él, es posible suponer que en determinada zona del 
contorno se sustituye la carga aplicada por un sistema de fuerzas estáticamente equivalen¬ 
te. De esta forma, las distribuciones de tensiones o de deformaciones, a una distancia 
grande de la zona en la que se ha hecho la sustitución, son prácticamente idénticas a las 
que corresponden a la solución exacta del problema elástico considerando las cargas 
reales, es decir, sin sustituirlas por el sistema estáticamente equivalente. 


5.8. Deformaciones y tensiones de origen térmico. 

Teorema de Duhamel 

Se estudia en Física general que cualquier cuerpo al calentarlo se dilata y que este 
fenómeno es reversible, es decir, cuando se enfría y vuelve a la temperatura primitiva, 
recupera las dimensiones que tenía inicialmente. 

Fácilmente se comprende que en un cuerpo en cuyo interior exista un gradiente de 
temperaturas, las dilataciones de las superficies que se encuentren en un instante determi¬ 
nado a mayor temperatura serán superiores a las de temperaturas más bajas, y esta 
dilatación relativa de unas superficies respecto de otras, serán causa de un estado de 


* Para la demostración es necesario expresar la energía de deformación elástica, concepto que se verá más 
adelante en el Capítulo 10, como forma cuadrática definida positiva respecto de las componentes de la matriz de 
deformación. Se puede ver en Teoría de la Elasticidad, de S. Timoshenko y J. N. Goodier. 
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tensiones que en algunos casos (como ocurre en las turbinas de vapor y motores Diesel) 
puede ser de extraordinaria importancia su conocimiento. Consideraremos, en primer 
lugar, el caso en que el gradiente de temperaturas es nulo, es decir, cuando en todo el 
material la temperatura es uniforme. 

Experimentalmente se ha obtenido que la variación de la longitud con la temperatura 
es una función lineal, por lo que los alargamientos serán directamente proporcionales a 
los incrementos T de temperatura 


l 2 = /,(1 + a T) 

o bien 

A / = a IT (5.8.1) 

La constante de proporcionalidad x es una característica física del material, se llama 
coeficiente de dilatación lineal. Los valores que toma este coeficiente para los materiales 
más usuales se reflejan en la Tabla 5.1. 


Tabla 5.1. Valores del coeficiente de dilatación 





MSB 

Acero 

11.7 

Hormigón 

11,2 

Fundición 

12,1 

Caucho 

162 

Aluminio 


Granito 

7 

Latón 


Vidrio (98% Si) 

80 

Bronce 


Ladrillo 

9 


De la ecuación (5.8.1) se obtiene el alargamiento unitario de la barra debido al 
aumento de temperatura T 


A / 

f. = — = xT (5.8.2) 

Es evidente que si la barra sometida a un cambio de temperatura es libre, no aparecerá 
tensión alguna, ya que no existe ninguna fuerza sobre la misma. En cambio, si la barra 
como frecuentemente ocurre está impedida a alargarse, el fenómeno es equivalente a una 
compresión cuyo acortamiento sea igual al alargamiento térmico. Por la ley de Hooke. en 
la barra se creará una tensión normal dada por la ecuación 

a = — Ee= - EaT (5.8.3) 

En la construcción y en el diseño de miembros de un mecanismo es necesario tener en 
cuenta las deformaciones térmicas, sobre todo cuando se emplean distintos materiales. 
Algunas veces, los valores del coeficiente de dilatación térmica son casi iguales, entonces se 
favorece su uso conjunto, como ocurre con el hormigón y el acero (véase Tabla 5.1) 
cuando se utilizan ambos en el hormigón armado. 

Pero estudiemos con mayor profundidad este tema, dada su importancia, a la vista de 
lo expuesto en epígrafes anteriores. 








164 ELASTICIDAD 


Supondremos sólidos homogéneos e isótropos, por lo que podemos admitir que es 
constante el coeficiente de dilatación térmica x. Si tenemos un cuerpo inicialmente a 
temperatura uniforme, siendo nulas tanto las fuerzas exteriores como las de masa e 
introducimos un estado térmico dado por la función escalar 

T = T (x, y, z) (5.8.4) 

si no existiera ninguna causa que impidiera libremente la dilatación en todos sus puntos, 
la matriz de tensiones sería idénticamente nula y la matriz de deformación se reduciría a 
su forma diagonal, siendo los términos de la diagonal principal iguales y de valor xT 

( xT 0 0 

0 xT 0 
0 0 xT / 


Es evidente que este estado imaginario de dilatación verificaría tanto las ecuacio¬ 
nes (5.1.1) de equilibrio interno como las de equilibrio en el contorno. Sin embargo, para 
que verificara las ecuaciones (5.1.3) de compatibilidad tendría que suceder: 


d 2 e x _ d 2 r. y d 2 e z 
dydz dxdz dxdy 


d 2 T d 2 T d 2 T 
dydz dxdz dxdy 


d 2 s. d 2 e. y _ d\ d 2 e x _ d 2 E y d 2 e x _ 

dy 2 + dz 2 ~ Üx* + ~d? ~ dx 2 + ~dy 2 ~ ° 


(5.8.5) 

d 2 T_d 2 T_d 2 T 
dx 2 ~ dy 2 ~ dz 2 ~° 


es decir: 


T = Ax + Bv + Cz + D (5.8.6) 

la función variación de temperatura tendría que ser lineal para que pudieran existir 
deformaciones debidas a las variaciones térmicas, sin que fueran acompañadas de ten¬ 
siones. 

Para otro estado térmico, distinto del lineal, la condición de compatibilidad no se 
cumpliría. Esto nos dice que aun en el caso de que el cuerpo no estuviera impedido de 
dilatarse libremente, si le sometemos a un estado térmico no lineal aparecen unas tensio¬ 
nes de origen térmico con sus deformaciones elásticas correspondientes, que tendrán que 
verificar las ecuaciones de equilibrio interno, las de equilibrio en el contorno y las 
condiciones de compatibilidad. 

Por tanto, si a'„ x , o' ny , a' n; , z' xyi x' x: , r'.., son las tensiones de origen térmico, llamadas 
tensiones termoelásticas. las deformaciones en cada punto se obtendrán como suma de 
éstas y las debidas a la dilatación térmica. 
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= ^ Kx ~ H K y + <zí] + xT 


Ky - + <z)\ + a T 

[>ñ- - n(o' nx + o« y í] + a T 


(5.8.7) 


En estas ecuaciones se observa que las deformaciones angulares son debidas exclusiva¬ 
mente a las tensiones tangenciales termoelásticas, como tenía que ser, ya que la deforma¬ 
ción de origen térmico, al ser el cuerpo isótropo, no produce variaciones angulares. 

El sistema de ecuaciones (5.8.7) permite despejar las tensiones en función de las 
deformaciones obteniendo las correspondientes ecuaciones de Lamé 


' nx = Xe +2 Ge x - 

' ny = Áe + 2 G Cj, - 

’. = ke + 2 G c. - 
tj' = G y xy 


xET 
-2ti 
ctET 

1-2/i 

a ET 

= G y x; ; 


(5.8.8) 


= G )' y 


siendo: 


y 


e = | (1 - 2 n) + 3 ar 
& = a’ nx + o' ny + a'„. 


0 = 


eE - 3a ET 
I - 2/i 


Estas tensiones para ser solución del problema elástico tienen que verificar las ecuacio¬ 
nes de equilibrio interno y las de equilibrio en el contorno. 

Expresemos la primera de ellas 


d a' nx d T xy d x' x . 

—_ ^ --|-— 

dx dy dz 
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en términos de desplazamientos: 

. de d 2 u ctE dT d (du dv\ d fdu dw\ 

X di + 2 G sT^T^T„^ + G T,{e^ + ei) + G Tz\rz + dx )~ 0 

Ordenando y obteniendo de forma análoga las dos restantes ecuaciones de equilibrio 
interno, éstas son: 


(A + G) div 5 + G A u -^ = 0 

dx 1-2 n dx 

d „ rxE dT 

(A + G) — div ó + G Av - ----— = 0 (5.8.9) 

dy 1 - 2 n dy 

(A + G) ■— div + G Avv--— -- = 0 

dz 1-2 n dz 

En cuanto a las condiciones de contorno, sustituyendo las tensiones (5.8.8), se ob¬ 
tienen: 

<xET 

Ue + 2G e x ) a + x' xy P + x' x .y = —— a 
¡v ET 

, x' xy a + (Ae + 2 G e y )f} + tj-y = ■ ■ _ 0 ^ / 1 (5.8.10) 

, , a ET 

x x - a + x y .y + (/.e + 2G e.) y = t _ 2 - y 


Comparando las ecuaciones de equilibrio con las ecuaciones (5.2.1) de Navier y las 
condiciones de contorno con las que corresponden al caso normal, se observa que el 
sistema elástico en el que existe el estado térmico definido por la variación T dejempera- 
tura es equivalente a un estado no térmico en el que las fuerzas de superficie f a ( X , Y, Z ) y 
las de masa f v (X, E, Z) tuvieran los valores: 


a E dT 

<xE dT 

a E dT 

7 — 

(5.8.11) 

1 - 2 n dx * 

1-2 n dy' 

1-2 n dz 

X- “ £r «■ 

Y- * ET ti- 

Z-^L y 

(5.8.12) 

* \ - 2 n ^ ' 

Y 1 — 2/i 

z i - n 1 


es decir, si <¡/ = 


xET 

1 - 2 / 


/,. = -ViA ; /« = </'« 


(5.8.13) 
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siendo n el vector unitario en la dirección y sentido de la normal exterior al cuerpo 
elástico en los puntos de su contorno. 

Hemos obtenido así el llamado teorema de Duhamel: los desplazamientos debidos a 
variaciones térmicas y a tensiones termoelásticas son los mismos que se producirían en el 
sólido elástico actuando simultáneamente los sistemas de fuerzas de masa y de superficie 
dados por (5.8.13), sin que exista variación alguna de temperatura. 

Ahora bien, supongamos que tenemos un sólido elástico al que aplicamos la solicita¬ 
ción definida en las ecuaciones (5.8.13). Le correspondería la solución de tensiones si¬ 
guientes: 


a nx = Xe + 2 G e x 
a ny = Xe+ 2 G e y 
a HZ = ).e + 2 Ge. 


6 7 , 


z x: = G y xs ; 


v- = G y y. 


Comparando estas ecuaciones con las (5.8.8) resulta que las tensiones termoelástica 
serían: 


a' nx = a nx - i¡/ 

<y = °ny ~ 



es decir, si a un cuerpo elástico se le somete a una variación térmica definida por la 
función T = T (x, y, z) y consideramos el sistema equivalente dado por el teorema de 
Duhamel , las tensiones termoelásticas se obtienen a partir de la solución de tensiones del 

otET 

sistema equivalente restando el valor i¡/ = --— a las componentes normales correspon¬ 

dientes, mientras que las tensiones tangenciales son las mismas. 

Supongamos ahora que aplicamos al cuerpo elástico una solicitación que neutralice al 
sistema equivalente, es decir, unas fuerzas de masa 


/, 


V siendo i ¡/ = 


otET 

1 - 2 ,, 


y unas fuerzas de superficie 


la = 


produciéndose simultáneamente las variaciones térmicas sobre las iniciales. Ahora el 
campo de corrimientos es nulo, es decir, no se producen deformaciones. Sin embargo, sí 
existen tensiones que llamaremos de constricción. 
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Podemos calcular las tensiones de constricción <r" v , <x",, T xy , r"., r"-, imponiendo la 

condición de que las deformaciones debidas a la acción simultánea del sistema de fuerzas 
aplicado y de las variaciones térmicas, son nulas. 


1 

^ [<* - K y + O] + aT=0 

^ OñV - fiK’x + *«)] + a7= 0 
( , (5.8.16) 

^ l>« - /'(<C + <,.)] + «7=0 



Restando miembro a miembro las dos primeras ecuaciones, tenemos: 

°nx - o'ñy - HWy + °n: ~ ¿«x ~ <*nz) = 0 
Kx ~ ffny)(l + n) = 0 => a'; x = a'iy 

Procediendo de igual forma con la segunda y tercera ecuaciones, llegaríamos a 
a'iy = <j" = , es decir: 


.. otET 

**>• = = r'y. = 0 

Las ecuaciones (5.8.15) se pueden poner en la forma: 


a «x = a„ x + <*«x 
a «y = a n y + °ny 

(t'„. = a„. + ff". 

= X xy 
X x , = T x . 

t'vr = T vr 


(5.8.17) 


(5.8.18) 


que nos permiten hacer otra consideración del problema: las tensiones termoelásticas 
las obtenemos como superposición del estado tensional producido por la aplicación del 
sistema equivalente/,, y /„, definido por las ecuaciones (5.8.15), y del estado tensional 
inicial que originarían las tensiones de constricción. 
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EJERCICIOS 


5.1. Sobre el sólido de forma pentaédrica indicado en la Figura E5.1 se ha provocado un estado 
tcnsional mediante la aplicación de fuerzas de volumen (X = 0, Y = 6 kp/cm 3 , Z = 17 kp/cnv') y 
fuerzas de superficie. La solución de tensiones es del tipo: 


anx = ay + bz 
a„, = 3 ay + bz 
a nz = ay + 3 bz 
x xy = 0 , x„ = 0 
= 2«y - 2 bz 




Figura E5.1. 


estando expresadas las tensiones en kp/cm 2 cuando x, y, z se miden en cm. 
Se pide: 


I." Valores de los coeficientes a, b. 

2“ Tensiones y direcciones principales en el junto/* de coordenadas (3, 3. 4) cm. 

3. ° Expresiones de las fuerzas de superficie X, Y, Z en las caras del sólido. 

4. " Matriz de deformación. 

Datos: E = 2 • 10 6 kp/cm 2 , ¡i = 0,25. 


1." La solución de tensiones tiene que verificar las ecuaciones de equilibrio interno. 


v da nx 

dx x dx x . 



+ -r^ + -r 2 = 0 


dx 

dy dz 



da., dx,.. 


( Y +— a 

+ + -z^ = 0 => 

6 + 3u - 2b = 0 

dx 

dy dz 

dx„ 

dx... da . 


Z +—± 

o 

II 

+ 

'i 

+ 

17 + 2a + 3b = 0 

dx 

dy dz 



sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, cuyas soluciones son: 


a = — 4 kp/cm 3 ; b = — 3 kp/cm 3 
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2." En el punto P(3, 3, 4), la matriz de tensiones es: 

0 0 
-48 0 

0 -48 / 

Las tensiones principales son. en este punto: 



y las direcciones principales son coincidentes con las de los ejes coordenados. 
3.° A partir de la matriz de tensiones 



f- 

- 4y - 3z 

0 

0 ' 

cn= | 


0 

- I2y-3z 

— 8 y + 6z 


l 

0 

-8y+6z 

-4y—9z / 



se obtienen las fuerzas de superficie sobre las caras del cuerpo elástico considerado, que 
vendrán expresadas en kp/cm 2 cuando las coordenadas se expresan en centímetros. 

* Cara OBDC u (- 1, 0, 0) ; x = 0 


0] = [7-]M = 


+4y + 3z 
0 
0 


X = +4v + 3z ; / = 0 ; Z = 0 


* Cara OAEC ii (0, —1.0); y = 0 

|^ = 0; Y = 3z ; Z= -6z | 

* Cara OAB «7 (0. 0. — 1) : z = 0 

I 7=0: Y = 8.V ; Z = 4y | 

u (0, 0. 1) ; z = 10 

1 ^ = 0; Y = -Sy + 60 ; Z = -Ay - 90 | 


Cara ECD 
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„ E 2-10* 

c *2irríi'2rü5 =8 ' 0 kp/cm 


Por tanto, la matriz de deformación pedida en el sólido considerado es 



5.2. En los puntos de un cubo cuya longitud de arista es a = 10 cm, de módulo de elasticidad 
E = 2 • 10 6 kp/cm 2 y coeficiente de Poisson /.i = 0,25, el estado de deformación, referido a un 
sistema cartesiano con origen en uno de sus vértices y semiejes positivos determinados por las 
aristas concurrentes en él, está definido por las ecuaciones 


e z = 8 a x ; e f = e z = 0 

Tw = y* = o ; = 4 a (4z - y) 

siendo a una constante, a = 10 6 cm Se pide: 

l.° Comprobar que el estado de deformación así definido es físicamente posible. 
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2. " Sistema de fuerzas que tienen que actuar sobre el cuerpo para originar ese estado de 
deformación, dando la distribución de tensiones en sus caras, así como las fuerzas de volumen. 

3. " Calcular las componentes u, v, h- del vector corrimiento ¡> r sabiendo que son nulos el 
corrimiento y el giro en el origen. 

I." El estado de deformación dado verifica todas las ecuaciones (3.16.8) que expresan las 
condiciones de integrabilidad o compatibilidad entre las componentes de la matriz de defor¬ 
mación. 

Luego el citado estado de deformación es físicamente posible. 

2° Aplicando las ecuaciones de Lamé, obtenemos las tensiones normales y tangenciales 
en las caras de un paralelepípedo elemental que limite el entorno de un punto P(x, y , r) del 
cubo 

Ae + 2 Ge,; x xr = G y xt 

Ae + 2 G e y ; i„ = G y,. 

Ae + 2 G e. ; r xt = G y„ 



Sustituyendo en estas ecuaciones los coeficientes / y G de Lamé 
pE 0,25-2-10 


(I +//)(!-2//) (1+0,251(1-0,5) 


= 8 • 10 s kp/cm 2 


G = 


2 ■ 10 h 


2(1+//) 2(1+0,25) 

y la deformación cúbica unitaria 

e = e x + e y + e s = 8 a x 

se obtienen: 


= 8-10 5 kg/cm 2 


= 8 • 10 5 • 8 a x + 2 • 8 ■ 10 5 • 8 a x = 19.2 x 
a ny = <t„. = 8 • 10 5 - 8 a x = 6,4 x 

*x, = r « = 0 

x y . = 8 • 10 5 -4 a(4z - y) = 3,2(4; - y) 

tensiones que vendrán dadas en kp/cm 2 si las coordenadas se expresan en cm. 



Figura E5J2. 
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El sistema de fuerzas que tienen que actuar en las caras del cubo considerado se resume en 
el siguiente cuadro. 


Ecuación 
del plano 
de la cara 

Tensión 

normal 

kp/cm 2 

Tensión tangencial 

x = 0 

a„ = 0 

T xy = T x . = 0 

x = 10 

a ñx = 192 

y = 0 

a my = 6.4 x 

t*y = 0 

V = 12,8 z 

y= io 

T ri = 12.8 z - 32 

z = 0 

a K = 6,4 x 

r„ = 0 

V-= -3,2)' 

z= 10 

r„ = 128 - 3.2 y 


Fácilmente se comprende que al no ser equivalente a cero el sistema de fuerzas que actúan 
sobre el cubo, tienen que existir fuerzas de volumen. 

Si/,, ( X , Y, Z) es la fuerza por unidad de volumen, las componentes X, Y, Z han de verificar 


las ecuaciones (5.1.1) de equilibrio interno. 


0 

X + —^ = 0 => 

0 X 

X = - 19.2 kp/cm 3 

d x 

K+-^=0 
o z 

Y = — 12.8 kp/cm 3 

z+ii.o - 

dy 

Z = 3.2 kp/cm 3 


[ X = - 19,2 kp/cm 3 ; Y = - 12,8 kp/cm 3 ; Z = 3.2 kp/cm 3 "] 

3.” Para el cálculo del vector corrimiento, obtengamos los valores de las componentes 
( p x , p y , p.) del vector $ rot o p . dados por el sistema (3.16.7) 

{ Jp x = — 2 a dy — 8 a dz 
dp y = 0 
d Pí = 0 


Integrando: 


p x = —2 ay — 8 az + C, 

Py=C 2 

P: = C 3 
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siendo C„ C 2 , C 3 constantes de integración que determinaremos con la condición de ser nulo 
el giro en el origen 

(pJo = (P,)o = (Pr)o = 0 =» C, = C 2 = C 3 = 0 

Entrando con los valores de p,(i = x, y, z) obtenidos en el sistema (3.16.3) se tiene 


— = 8 ax ; 
dx 

s- 


s*l§* 

II 

r = ° : 

5- 


dv 

Jz = 2a 

- = 0 ; 
dx 

dw , , 

— = 2fl(4z- 
dy 

y) — 2ay — 8a: ; 

g = ° 


sistema equivalente a 

du = 8 ax dx 

dv = [2 a (4z - y) + 2 ay + 802] dz = 16az dz 
dw - [2<i(4z - y) - 2ay - 8ar] dy = - 4tiy dy 


cuya integración nos da: 

11 = 4 a x 2 + u 0 
v = 8 a z 2 + v 0 
w = - 2 íM’ 2 + u’o 

siendo u 0 , t’ 0 , w 0 . constantes de integración que se determinan con la condición de ser nulo el 
desplazamiento del origen 

«o = "o = "’o = 0 

Por tanto, las componentes del vector corrimiento son: 



5.3. Para los puntos de un sólido elástico cilindrico, de generatrices paralelas al eje z, las componentes 
del vector desplazamiento ó vienen dadas por las ecuaciones: 


f « = «<x 2 - 5/) 
< v = 2 axy 
[ te = -0 

siendo a una constante. 
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Sabiendo que las fuerzas de masa por unidad de volumen son despreciables, se pide: 

1. ° Calcular las matrices de deformación y de giro en un punto P. 

2. " Calcular las deformaciones principales. 

3. ° Dado el módulo de elasticidad transversal G, ¿qué valor toma el módulo de Young E 
para que haya equilibrio en todo punto? 

4. ” Si el sólido elástico es un cilindro de revolución de radio R, eje z y limitado por los planos 
z = o y z = h, calcular las fuerzas de superficie que tienen que actuar sobre las caras del mismo 
para provocar el campo de desplazamientos dado. 


1." A partir de las derivadas del vector desplazamiento 


du , 

— = 2 ax ; 
dx 

y = - 10 ay 
dy 

Tx = lay ' 

-- = 2 ax 
dy 

zr- = 0 ; 

dx 

d ir° 


du 

dz 


0 


dv 

dz 


0 


íhv 

dz 


0 


se obtienen de forma inmediata las matrices de deformación y de giro pedidas 


1 2 ax - 4 ay 0 ' 

1° 

-6 ay 

°\ 

-4ay 2 ax 0 

ii 

0 

0 

lo o ni 

n 

o 

J 


2° De la ecuación característica 


2 ax - e -4 ay 0 

- 4 a.v 2 ax — e 0 
0 0 -£ 


—e [e 2 -4axe + 4a 2 x 2 - 16 a 2 y 2 ] = 0 


se obtienen los valores de las deformaciones principales: 




4ux + v I6ir .v 2 - 16a 2 x 2 + 64a 2 y 2 


-< 


| 2ax + 4 ay | 
| 2ax — 4ay | 


2 
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3." De la ecuación fundamental de la elasticidad 

(A + G) V div $ + G A Z = O 

como: 

div S = ^ = 2ax + 2ax = 4 ax 

ex oy 

v ( 4 ra )=^ííír = 4„r 

dx 

A? = —8aí 

(x + G)4</ — G8a = 0 ^ A = G 

//£ £ 


Se deduce: 
es decir: 


(I +/i)(l -2//) 2(1 + p» 


Por tanto, el valor que toma el módulo de Young £ para que haya equilibrio en todo 
punto será: 

| £ = 2(1 + n) G = 2,5 G | 

4.° Las componentes de la matriz de tensiones las podemos calcular aplicando las ecua¬ 
ciones de Lomé Teniendo en cuenta que / = G, se tiene: 


e nx = Áe + 2 Gc x = /4ax + 4 a Gx = 8 aGx 
a ny = /.e + 2 Gr. y = /4ax + 4aGx = 8 aGx 
i e„. = ¿e + 2 G r.. = ?. 4 ax = 4 a Gx 
r x, = Gy xy = —ZaGy 
= 0 



Figura E53. 
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Las fuerzas de superficie que tienen que actuar sobre las caras del sólido para provocar el 
campo de desplazamientos dado las obtenemos aplicando las ecuaciones de equilibrio en el 
contorno 


Superficie lateral: 


, -./XV' 

+ y*- Rt = o ; ti - . 0 

\R R , 


— .8 aG . 8 aG , 8 aG , , 

X = <t„ ot + P = —— x 2 — y 2 = —— (.v 2 - r) 


1 — 8 üG 8 aG 

\ y = p = —— xv + —— xv = o 


/a yb ! -A0,0 


Cara superior: r = h ; u (0, 0, 1) 


X =0 

7 = 0 

Z = <t„. = 4 aGx 


/„(0, 0, 4 aGx) 


Cara inferior z = 0 ; u (0, 0, — 1) 


A' =0 

7 = 0 

Z = — a„. = - 4 aG.y 


/ o (0, 0.-4 aGx) 


5.4. Determinar las tensiones que corresponden al vector de Galerkin: 

P = 2x* í + y* j + (- a r’z - 4v 3 z> k 

Calcular, asimismo, las fuerzas de masa que deberían existir para que las tensiones calculadas y 
la solución de corrimientos que de este vector de Galerkin se derivan puedan ser solución de un 
problema elástico. 

Conocido el vector de Galerkin, la solución de tensiones viene dada por las ecuacio¬ 
nes (5.3.8). 

Como la divergencia del vector de Galerkin es nula 


div P 


dP x dP, 
dx dy 


dP z 
dz 


= 8x 3 + 4/ - 8x 3 - 4 y 3 = 0 
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dichas ecuaciones se reducen a: 

/ 


t =(1 - n)A 


Por tanto, la matriz de tensiones es: 


<x„ = 2(1 - n) A — = 96(1 - fi)x 
ox 

dP. 

a „ y = 2(1 - /i) A = 48(1 - p)y 


x Xf = (1 - n) A (y* + = 0 

\ay ox J 

fdP, SP.\ 

r„ = ( 1 - / |, A^ + -^j=- 4 8 ( l-^ )2 
/ <5P, rPA 


24(1 - p)z 


/ 96(1 - fi)x 

0 

-48(1-/i)2 \ 

en = o 

48(1 -n)y 

-24(1 - n)z 

\ -48(1 -n)z 

-24(1 -n)z 

-48(1 -n)(2x + y)J 


Entre las fuerzas de masa y el vector de Galerkin existe la relación (5.3.4): 
V 4 P = - 

1 - n 

es decir: 

L = -(1 -/dV 4 P 

Calculando las bilaplacianas de las componentes del vector de Galerkin 

V 4 P x = V 4 (2.x 4 ) = 48 

V 4 P y = V 4 O' 4 ) = 24 

V 4 P. = V 4 (— 8x 3 z —4y 3 z) = 0 


L [ — 48(1 — n), -24(1-/4 0] 


se obtiene: 
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5.5. Calcular los corrimientos y las tensiones que se derivan del siguiente potencial de deformación 

</> = A (x 2 - y 2 ) + 2 Bxy 


siendo A y B constantes. 

Calculemos las derivadas primeras y segundas de la función <¡>. 


dó 

— = 2Ax + 2By 
ex 


dx 2 

d 2 1/> 


dy 
(Ó 

— = 0 


= —2 Ay + 2 Bx ; —j = -2 A 


dy 2 
d 2 <¡> 
dz 2 " 


Se comprueba que el potencial de deformación dado es una función armónica 
d 2 d> d 2 d> d 2 ó 


Los corrimientos son. en virtud de las ecuaciones (5.4.5) 


I dé 1 

U ~ 2G Tx = G {AX + By) 

v = T~ = 7 : { ~ Ay + Bx) í 

2G dy G 

1 H 0 

W 2G d7 = ° 


Para calcular las tensiones aplicamos las ecuaciones (5.4.7): 


C 2 l/) 

dx 2 '' 
d 2 <f> 


d 2 </> 
d ,- 2 = 
d 2 0 
dxdz 


P* n 

ff « = d? = ° 


d 2 (/> 
dvdz 


5.6. Resolver el problema elástico que se presenta en una barra cilindrica recta, limitada por dos 
secciones normales a sus generatrices, sometida a tracción o compresión monoaxial, mediante la 
determinación de un potencial. Se considerarán despreciables las fuerzas de masa. 
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Consideremos el prisma recto de sección arbitraria indicado en la Figura E5.6. Supondre¬ 
mos que las únicas fuerzas aplicadas al sólido elástico están uniformemente distribuidas sobre 
las secciones extremas, siendo F su resultante sobre cada una de ellas. Las fuerzas de superficie 
F 

sobre ambas caras serán a = —. siendo íi el área de la sección recta. 

Tomaremos el sistema de referencia indicado en la misma Figura E5.6, con origen O en el 
centro de gravedad del prisma. Al someterlo a tracción, el alargamiento longitudinal unitario 
es constante, en virtud de la ley de Hooke. Por otra parte, la deformación transversal unitaria 
también es constante, pues ya vimos que está relacionado con el alargamiento longitudinal 
unitario mediante el coeficiente de Poisson. Esto nos lleva a poder expresar las componentes 
del vector corrimiento mediante las ecuaciones: 

u = ax ; v= by ; w = bz 

siendo a y b constantes que determinaremos imponiendo las condiciones de contorno. 
Observando las ecuaciones de los corrimientos se deduce que existe un potencial 

<P(x, y, z) = ^ ax 1 + ^ b(y 2 + z 2 ) 


del que derivan. 

Calculemos las constantes a y h aplicando las ecuaciones de equilibrio en el contorno, 
primero en las bases y después en los puntos de la superficie lateral. 

— En las bases: w (1, 0, 0(; a nx = a; x xy = t x . = 0 
X = a ; y = 0; Z = 0 


Ahora bien, por la ecuación de Lamé 

, „ _ . (du dv dw\ du 

o = Áe + 2 G e, = /( — + — + — I + 2G — = ?.(u + 2b) + 2 Ga 

\dx ¿ly dz / dx 


En la superficie lateral: u (0, /?. y) 

{Xe + 2 G r. y )¡¡ = 0 
Ue + 2 G £ x ) y = 0 


/.{a + 2b) + 2 Gb = 0 


I 


Figura E5.6. 
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De las ecuaciones (1) y (2) 


A (a + 2b) + 2 Ga = 0 
x(o + 2b) + 2 Gb = 0 


se deducen los valores de a y de b. 

_ (A + G) a 

° ~ G(3x + 2G) ’ " “ 2 G(3Á + 2 G) 


Por tanto, las componentes del vector desplazamiento son las del gradiente de la función 
potencial </> 


d<¡> 

(/ + G)a 

dx 

G(3A + 2G) * 


Aa 

dy 

2 G(3Á + 2G) } 

d<¡> 

Aa 

dz 

2G13/. + 2G) ' 


Las componentes de la matriz de deformación en todos los puntos del sólido elástico serán: 


d 2 

(2 + G) a 

a 


17 

G(32 + 2 G) 

E 


d 2 <f> 

Aa 


(T 

17 

2 G(32 + 2 

G) = 

_/i £ 

d 2 <¡> 

Aa 


a 

dz 2 

2 G(3A + 2 G) 

_/i £ 

y'xs = 

V = ° 




= A(a + 2¿>) + 2 Ga = a 
a ny — a n , = Á(a + 2b) + 2 Gb = 0 

*x, = Tcr = V- = 0 


y la solución de tensiones: 
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Las matrices de tensiones y de deformaciones serán, por tanto: 



!t 0 0 \ 


L 0 o\ 


l E 1 


í 

[D] = 

0 -"1 0 

; [n = 

0 0 0 


0 “4 1 


\o 0 Oj 


5.7. Una viga de ferrocarril se ha proyectado para que los raíles, de longitud / — 28 m no estén 
sometidos a tensión alguna a una temperatura r= 23,6 °C. 

Calcular la tensión en los raíles cuando la temperatura baja a - 2 °C en los siguientes casos: 

a) Cuando los extremos de los raíles están fijos. 

b) Cuando existe una tolerancia de acortamiento de / = 6,72 mm en cada raíl. 

Se tomará E = 2 • 10 6 kp/cm 2 y a = 11,72* 10 6 °C 

a) Si los extremos de cada raíl no fueran fijos, al disminuir la temperatura A 7" C se 
produciría un acortamiento A/ dado por 

A/ = Ix AT 

Al estar los extremos fijos equivale a una tensión de tracción a que provoque un alarga¬ 
miento igual a A/. 

El alargamiento unitario sería: 

^ = a-A7' = — => a = E-aAT 

Sustituyendo valores: 

a = 2-10 6 -11.72- 1(T 6 (23,6 + 2) = 600 kp/cm 2 
| a = 600 kp/cm 2 ~| 

b) Si existe una tolerancia de t = 6.72 mm, la tensión a provoca en este caso un alarga¬ 
miento A/ que tiene el valor 

A/ = / aAT - f = 28 • 10 3 • 11,72• 10' 6 • 25.6 - 6,72 = 1,68 mm 

ff = £ T = 2106 ¿^= ,20kp/cm2 

[ g - 120 kp/cm 2 | 


Por la ley de Hooke 
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5.8. Un paralelepípedo de cierto material elástico (coeficiente de Poisson /i = 0,3 y módulo de 
elasticidad E = 2-10 6 kp/cm 2 ) que a cierta temperatura tiene de dimensiones a = 10 cm, 
b = 20 cm, c = 30 cm, se introduce en una cavidad de anchura b de paredes rígidas, planas y 
perfectamente lisas, de tal forma que dos caras opuestas del paralelepípedo estén en contacto con 
las paredes de la cavidad. 

Una vez en esta posición se eleva la temperatura del prisma en A T = 30 °C. 


1. ® Calcular los valores de las tensiones principales en los puntos del paralelepípedo. 

2. ° Hallar los alargamientos unitarios principales. 

Se tomará E = 2 m 10 6 kp/cm 2 , a = 1,25* 10 5 °C '. 


l.° Tomemos un sistema de ejes cuyas direcciones sean las de las aristas del paralelepípe¬ 
do (Fig. E5.8). 

Por la especial disposición del paralelepípedo, las tensiones normales a nx y a„ : son nulas. 
Por otra parte, en virtud de la invariabilidad de la distancia entre las paredes de la cavidad, 
es nulo el alargamiento en la dirección del eje y. 

C = T. Ony ~ /< ( ff nx + 03 + aÁT = + «AT = 0 

£ £ 


De aquí se obtiene: 

ff ny = - E aAT = -2 - 10 h -1,25-10 5 • 30 = -750 kp/cm 2 
El cuerpo está sometido a una compresión uniforme. La única tensión principal no nula es 
[ a ñy = -750 kp/cm 2 | 

2.” La dirección del eje y es una dirección principal. Las otras dos direcciones, en nuestro 
caso, quedan indeterminadas. Cualquier par de direcciones ortogonales entre sí y perpendicu- 
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lares al eje y son principales. Lo que significa que las direcciones de los ejes del sistema de 
referencia adoptado son principales. 


£, = -^+aAr=(/i+ 1) a A7" 
ü, = ^ + aA7-=0 


+ aAT = (// + 1) a AT 


Sustituyendo valores, se obtienen 



5.9. Dos paralelepípedos, A y B, de distinto material, y de las mismas dimensiones a x b x c, se 
colocan a uno y otro lado de una placa rígida y lisa adosados a ella por sus caras a x c, de tal 
forma que en sus ejes de simetría perpendiculares a dichas caras sean coincidentes. Ambos 
paralelepípedos, junto con la placa, se introducen en una ranura de anchura igual a dos veces la 
longitud de la arista b más el espesor de la placa. Las paredes de la ranura son planas, rígidas y 
perfectamente lisas. 

Los paralelepípedos A y B se calientan, experimentando incrementos de temperatura /, y t v 
respectivamente. 

Conociendo los módulos de elasticidad, E, y E 2 , los coeficientes de dilatación lineal oí, y tx¡, y 
los coeficientes de Poisson ;i, y /í 2 de los bloques A y B, respectivamente, se pide: 

1. " Las tensiones principales en ambos bloques. 

2. " Las variaciones de longitud de las aristas de los mismos. 

3. ” Calcular la variación de volumen de los dos bloques si ambos tienen las dimensiones 
20 x 30 x 20 cm y cada uno de ellos las siguientes características. 

Cuerpo A (acero): ot, = 0,117 -10 4 “C 1 

E, = 2 • 10 6 kp/cm 2 
H, = 0,25 
í, = 60 *C 

Cuerpo B (aluminio): Oj = 0,234-10' 4 ’C 1 

£ 2 = 0,69-10 6 kp/cm 2 
H 2 = 0,23 
l 2 = 50 °C 

1“ Tomemos como sistema de referencia los ejes indicados en la Figura E5.9. 

Los incrementos de temperatura producen dilataciones en todas las direcciones. El alarga¬ 
miento en la dirección del eje y está impedido para ambos bloques, lo cual crea tensiones a„ y 
en los mismos. 
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Las ecuaciones a aplicar para resolver el problema son las correspondientes a las leyes de 
Hooke generalizadas, teniendo en cuenta las dilataciones térmicas 


b x = ^ [<r„ - /i (%. + + a T 

e, = - [ff„, - B + o H r)] + “ T 

e, = — [ff„. - + ff, r )] + a r 



ecuaciones que aplicaremos a cada uno de los cuerpos. 

Distinguiremos con el superíndice 1 las componentes de las matrices de tensiones y de 
deformación del cuerpo A, y con el superíndice 2 las correspondientes al cuerpo B. 

Como la deformación sólo está impedida en la dirección del eje y, tendremos 


a\ y 0 ; < t „ 2 , * 0 ; a' nx = a\ x = a' n¡ = a\ z = 0 

tí,, = t l y = tí, = tí, = TÍ, = rí, = 0 


Además, las ligaduras imponen las siguientes condiciones 
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De las ecuaciones de Hooke, se deduce: 


al, + a, f, 
al, + “2 h 


Teniendo en cuenta (1), se tiene: 


T, 


al, + <x 2 t 2 = 0 


de donde: 


«I ' 1 + «2 >2 

E\ + ¿i 


El signo - indica que se produce compresión en ambos bloques. 
Las tensiones principales pedidas serán, pues 


Cuerpo A 

Cuerpo B 

a i = a 2 = 0 

a \ = a i = 0 

*. '1 + “2 '2 c - 

T ’l + “2 *2 p p 

3 e i + e 2 12 

ff3 £, + E 2 C ' Ei 


2.” Las variaciones de longitud de las aristas de los dos bloques vienen dadas por: 


A u = a- el 


A a = a-EZ 


Cuerpo A { Ab = b-s¡. ; Cuerpo B < Afo = b-ej 


A c = c • £ i 


A c = ce: 


Ahora bien, las deformaciones longitudinales que aparecen en estas expresiones se pueden 
obtener por las leyes de Hooke. 




PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA ELÁSTICO 187 


E , + E, 


— E 2 + a, f, 


, a, t . + a, f, „ 

E * = f 1 • r- • r ~~ + “> l > 


E¡ + E 2 

*■ f i + «2 h £ 
E, + E 2 ' 

Oj t, + oc 2 t 2 


E,+E 2 


Si hacemos 


a, t, + ct 2 h _ k . 
E, + E 2 


3.° Las variaciones de longitud de las aristas serán: 


Cuerpo A Cuerpo B 

A a = a(n x KE 2 + x, /,) A a = a{n 2 KE, + tx 2 l 2 ) 

A/> = b(-KE 2 + a, /,) Ab = b(-KE, + a 2 t 2 ) 

Ac = c(/i, KE 2 + x, /,) Ac = c(n 2 KE t + a 2 f 2 | 


La dilatación cúbica unitaria de los dos cuerpos es: 


e¡ = ei + By + c¡ =2 Hi KE 2 - KE 2 + 3 a, t, 
e 2 = + e} + e? = 2 fi 2 KE, - KE, + 3 a 2 f 2 


Sustituyendo valores: 


(2 + 0,69)-10 6 


= 6,96 • 10 ~ 10 • 0,69 • 10 6 (2 • 0,25 - 1 ) + 3 ■ 0,117 • 10 • 60 = 18,66 ■ 10 ~ 

= 6 , 96 - 10- 10 ■ 2 - 10 6 (2 0,23 - 1 ) + 3 0 , 234 - 10~ 4 -50 = 27 , 58 - KT 4 
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Por tanto, las variaciones de volumen de los dos cuerpos serán: 


AV a = e,V= 18,66-10 J -20-30-20 = 22,39 cm 3 
AV B = e 2 V= 27,58 • 10 4 • 20 • 30 ■ 20 = 33,09 cm 3 

I AV a = 22,39 cm 3 ; AV„ = 33.09 cm 3 | 


5.10. Un prisma de sección rectangular a x b y longitud / tiene sus extremos fijos en dirección 
longitudinal, tal como se indica en la Figura E5.10a. 

Al someterse el prisma a un incremento de temperatura T , por igual en todos sus puntos, se 
desea saber: 

1. “ Fuerzas de superficie y de volumen equivalentes al efecto térmico. 

2. " Función de Airy y solución de tensiones. 

3. ” Solución de desplazamientos. Se considerarán como condiciones de sustentación adicio¬ 
nales a las indicadas el que el origen 0 no tiene ningún desplazamiento ni su entorno giros. 

Son datos las características del material: E, n, a. 

1." El problema elástico equivalente al termoelástico comprende las siguientes fuerzas: 



siendo u (a, ¡i, 0) el vector unitario normal al contorno libre. Al ser el salto térmico T 
constante. VT = 0. no existirán fuerzas de volumen. En cuanto a las fuerzas de superficie, que 
sólo se aplican en el contorno lateral del prisma, tienen como valor 



Figura E5.10a. 
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Por tanto, las fuerzas de superficie y de volumen equivalente al efecto térmico indica¬ 
do, son 


/,= 



(x EaT -a 

ij 

1-2/i 


EaT - 


Y = - • II 


- 2/i ' 


cuya representación se indica en la Figura E5.10b. 



Figura E5.I0A. 


2.° El problema es de deformación plana, y al ser nula la fuerza de volumen admite la 
función de Airy, que en este caso bastará con que sea de 2.” grado. 


tf>(x,y) = Ax 2 + Bxy + Cy 2 
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Imponiendo las condiciones de contorno: 


x 


b 



ExT 


c — 

ExT 

5 1 - 2/i 


L — 

2(1 - 2/i) 

ExT 



ExT 

5 1 - 2/i 



2(1 - 2/i) 

-B = 0 


B = 

0 


Se obtiene la función de Airy 


ExT 


2(1 - 2/0 


(x 2 + r> 


de la que se obtiene inmediatamente la solución de tensiones 


ExT 





IfiExT 

l-2/i 


y, por supuesto, al ser un problema plano, x x . = x y . = 0. 

A la solución de tensiones del problema elástico equivalente, hay que restarle 
en las tensiones normales el término 


Ex 


1-2/i 


T 


para obtener la solución de tensiones del problema termoelástico original. 
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Así pues, se obtiene 


EaT 

a - = TT,- 

-^L = o 

1 -2/i 

EaT 

° n ’ ~ 1 - 2/i ” 

“L-o 

1-2// 

T xy =0 


2fiEaT 

E * T EaT 

* m 1-2// 

1-2// 


3.° Las componentes de la matriz de deformación son 


e x = — [a ñX — n(a„ + <r ni )] + txT = fiaT + aT = (1 + n)aT 
E 

E y = [°ny ~ V ( ff nx + ®«)] + a 7 = flCtT + O.T = (1 + //) aT 
E t = ^ [ a ni - + <T„ y )] + aT = -aT + aT = 0 



Integrando directamente, se tiene: 

m = J e, dx = (1 + n)aTx 
v = Je,, dy = (1 + //)a Ty 
w = ]e t dz = 0 

el anular las constantes de integración es correcto, como podemos comprobar 
x = y = z = 0 


$ =6 


* = 


(1 +n)*T 


2 
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Así pues, la solución de desplazamientos, es: 


m = (1 + n)xTx 
v = (1 + fi)otTy 



5.11. Dado el estado tensional definido por las tensiones 

f <r„ = ax 2 ; a my = ay 1 ; <t„. = az 2 

1V = bxy ; = bxz ; Ty. = byz 


y las fuerzas de masa X = ex, Y = cy, Z = cz , determinan las relaciones que deben existir entre 
las constantes a, b y c para que el estado de tensiones supuesto sea una posible solución de un 
problema elástico. 

De la condición de que las tensiones dadas tienen que verificar las ecuaciones de equili¬ 
brio interno, se deduce: 

ex + 2 ax + hx + bx = 0 

cy + by + 2ay + by = 0 ) => c + 2a + 2b = 0 

ex + bz + bz + 2 az = 0 
Por otra parte, las tensiones propuestas tienen que verificar las ecuaciones de Michell. 

a 1 íl20 /* 7 , dX 

A = - —j = — - div 1, -2 — 

1 + n dx 2 1 + n dx 


a 1 í 2 © fi ? „ dY 

Aff - + TT7 \-d? = ~TTJ l á ' yJ '- 2 Ty 


Aff BI + —^— div / — 2 ^ 

1 + n dz 2 1 + fi dz / 


_ 2 a 3uc 

2a + - -= - — - -2c (2) 

1 + n 1 + n 


Las otras tres ecuaciones de Michell se verifican idénticamente. 

Las relaciones pedidas serán, por consiguiente, las formadas por las ecuacions (1) y (2). 


Jc + 2(a + ft) = 0 
i 2a (2 + n)= — c (5/i + 2) 





6 

Elasticidad bidimensional 
en coordenadas cartesianas 


6.1. Estados clásticos bidimcnsionales 

Hay numerosos casos en la práctica en los que el sistema de fuerzas exteriores y la 
sujeción a que esté sometido un prisma mecánico hacen que tanto la matriz de tensiones 
como la matriz de deformación no varíen en los puntos de la pieza pertenecientes a una 
recta perpendicular a una orientación fija. Esto quiere decir que existe, en estos casos, un 
plano que llamaremos plano director tal que los estados tensional y de deformación en los 
planos del prisma, paralelos a él, son idénticos. 

De ahí que sea posible estudiar los estados tensional y de deformación en un plano, 
que tomaremos como plano director, por lo que reciben el nombre de estados elásticos 
bidimensionales, sin perjuicio que a estos estados les sea aplicable la teoría general que 
hemos visto en los Capítulos 2 y 3 para estados elásticos tridimensionales. 

Entre los estados elásticos bidimensionales distinguiremos el estado de deformación 
plana , que veremos a continuación, y el estado tensional plano, que trataremos más ade¬ 
lante en este mismo capítulo. 
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6.2. Estado de deformación plana 

Supongamos un prisma mecánico tal que existe plano director y tomemos un sistema de 
referencia cartesiano Oxyz cuyo plano xOy sea paralelo al citado plano director. 

Definiremos como estado de deformación plana el de un prisma mecánico en el que las 
componentes u y v del vector desplazamiento sean independientes de la coordenada 2 y 
sea nula la tercera componente iv. 

Í u = u(x,y) 

v = v(x,y) (6.2.1) 

w =0 

De esta definición, teniendo en cuenta las relaciones (5.1.2) que expresan los términos 
de la matriz de deformación en función de las componentes del vector desplazamiento, se 
deduce 


5-0 


du dw 
+ dx = ° 


dv dw 


por lo que la matriz de deformación será 


( 6 . 2 . 2 ) 


[D] = 


I 

Í7 X 

\ 0 


i Vx, 0 

E y 0 

o o 


(6.2.3) 


De la observación de esta matriz de deformación se deduce que la normal al plano 
director es, en todo punto del sólido elástico sometido a un estado de deformación plana, 
dirección principal. Las otras dos están contenidas en el plano director. 

Las ecuaciones de Lamé nos permiten expresar las tensiones en función de las defor¬ 
maciones 


! v nx — he + 2 G e x = (A + 2 G)s x + ?x y 
o ny = ke + 2 G e y = Á e x + U + 2 G)e y 

= ^ = á{e x +c y ) (6.2.4) 

T *y = G Vx, 

X XZ = T yr = 0 


por lo que la matriz de tensiones tomará la forma 
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en 


I °nx 0 ^ 

y ff ny 0 

\ 0 0 p(o nx + ojl 


(6.2.5) 


Un ejemplo de estado de deformación plana lo tenemos en un prisma mecánico 
cilindrico cuyas bases estén ligadas a dos planos rígidos y que esté sometido a un sistema 
de cargas normales a las generatrices, siendo la carga constante en magnitud, dirección y 
sentido a lo largo de cada una de ellas (Fig. 6.2). 

Si las componentes u y v del corrimiento fueran independientes de z, pero w no fuera 
nula, sino que se verificara e x = constante, los estados de deformación y tensional del 
prisma mecánico se podrán obtener como superposición de los correspondientes a un 
estado de deformación plana (tv = 0) y una tracción o compresión uniformes en la 
dirección del eje Oz (c. = constante). 


6.3. Estado tensional plano 

Supongamos un prisma mecánico tal que exista plano director y tomemos un sistema de 
referencia Oxyz cuyo plano xOy sea paralelo al citado plano director. 

Definiremos como estado tensional plano el de un prisma mecánico tal que la matriz de 
tensiones no depende más que de x e y, y tal que 

t x , = Ty. = o a: = 0 (6.3.1) 

De estas condiciones se deduce: 



Figura 6.2. 
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Despejando de esta última ecuación 


dw X {du dv\ 

dz~ 2G + X \ fa + fy) (6 - 33) 


y sustituyendo en las ecuaciones de Lamé, expresadas las tensiones en función de las 
componentes del vector desplazamiento 


i ^ 

/ 8u 

' 2 G + Xj 

Váí 

' 2C + /J 

(du 

(du dv\ 


Ifr dx) 


: = (T„. = 0 



+ 2 G 


+ 2 G 


dv 

dy 


(6.3.4) 


Como la matriz de tensiones no depende más que de x e y, se deduce que u y v son 
función de estas dos variables exclusivamente, es decir: 


u = u(x,y) ; v = v (x, y) 

Si esto es así, de (6.3,2) se infiere que 


(6.3.5) 


dw 


Como, por otra parte, — no depende de z, según se desprende de (6.3.3), necesaria¬ 
mente w ha de ser una función lineal de z 


w = az + b (6.3.6) 

siendo a y b constantes. 

Un ejemplo de estado tensional plano es el producido en el prisma mecánico indicado 
en la Figura 6.3. 
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De acuerdo con lo dicho, en un estado tensional plano la matriz de deformación será 
de la forma: 


y la de tensiones: 


[D] = 


** i y*, o\ 
i y xy 0 

0 0 E.I 


<x„, r„ 0 


m = 


o o 


o / 


(6.3.7) 


(6.3.8) 


De la observación de esta matriz de tensiones se deduce que la normal al plano 
director es, en todo punto del sólido elástico sometido a un estado tensional plano, 
dirección principal. Las otras dos están contenidas en el plano director. 

Ahora bien, si nos interesa estudiar la distribución de tensiones en planos perpendicu¬ 
lares al plano director, utilizaremos como matriz de tensiones la siguiente 
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6.4. Direcciones y tensiones principales en un estado 
elástico bidimensional 


Hemos visto que tanto en un estado de deformación plana como en un estado tensional 
plano está definida una dirección principal que es la perpendicular al plano director. La 
diferencia entre uno y otro estado es que en el caso de deformación plana la tensión 
principal correspondiente es 


a «z = + <r*y) (6.4.1) 

mientras que en el estado tensional plano esta tensión principal es nula, como fácilmente 
se deduce de la observación de las matrices de tensiones (6.2.5) y (6.3.8). 

Las otras dos tensiones principales se pueden obtener de forma analítica o gráfica. 

Analíticamente, a partir de la ecuación característica que se obtiene desarrollando el 
determinante 




(6.4.2) 


a2 - (°„x + tf„,) <7 + <¡ nx a ny - t X) . = 0 

que tiene de raíces las tensiones principales 

_ ° nx + °ny Ka nx - a ny V , 2 

; -2 “ V\ 2 ) + 


(6.4.3) 


(6.4.4) 


sin que en estas expresiones los subíndices indiquen ninguna ordenación entre las tensio¬ 
nes principales del correspondiente estado tridimensional. Sí indican una ordenación 
(o-, > <t 2 ) entre las tensiones principales contenidas en el plano director. 

Los vectores unitarios u (a, fi) que definen las direcciones principales correspondientes, 
contenidas en un plano paralelo al plano director, se obtendrán sustituyendo los valores 
de las tensiones principales en las ecuaciones 


í ~ o) a + t p = 0 

1 (6A5) 

ni A < * j resolución gráfica de determinados problemas que se nos pueden presentar en 
elasticidad plana mediante el círculo de Mohr, adoptaremos el siguiente convenio de 
signos, ya adelantado en el Capítulo 2. 

La tensión normal a„ es positiva si es de tracción. 

La tensión tangencial r será positiva si el momento, respecto del punto P interior al 
prisma elemental, es negativo, es decir, tiene el sentido del semieje z negativo (entrante en 
el plano del papel). 
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En cuanto al ángulo 0 lo tomaremos positivo, contado a partir de la dirección positiva 
del eje Ox en sentido contrario a las agujas de un reloj. 

Si se utiliza el método gráfico para calcular las tensiones y direcciones principales se 
procede como se indica en la Figura 6.4: conocida la matriz de tensiones respecto de unos 
ejes x, y, no principales (Fig. 6.4a), se dibujan los puntos M y M' (Fig. 6.46) correspondien¬ 
tes a las caras del elemento que se considera, cuyas normales son, respectivamente, los ejes 
x e y positivos. Estos son puntos diametrales del circulo de Mohr. Las coordenadas de los 
puntos de este círculo son las componentes intrínsecas de los vectores tensión de los 
planos que pasan por el punto que se considera y son perpendiculares al plano director. 
Las abscisas de los puntos A y B de intersección del círculo de Mohr con el eje a n miden 
las tensiones principales <r, y a 2 . 

Se comprueba, en efecto, que 


Del círculo de Mohr se obtiene también el ángulo 0, que forma 
correspondiente a a, con el eje .x. 


= (T, 

(6.4.6) 

= a 2 

la dirección principal 


tg 2 0, 



(6.4.7) 


Otra forma de calcular las tensiones principales sería la de expresar la componente 
intrínseca a n del vector tensión correspondiente a un plano perpendicular al plano direc¬ 
tor, como función del ángulo 0 que la normal a este plano forma con la dirección positiva 
del eje x, y anular la derivada de a n respecto de 0 , ya que las direcciones principales van a 
ser aquellas a las que corresponden máximos o mínimos relativos de la tensión normal. 




Figura 6.4. 
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Para calcular las componentes intrínsecas del vector tensión a en un punto P, corres¬ 
pondiente a un plano perpendicular al plano xOy cuya normal forma un ángulo 0 con la 
dirección positiva del eje Ox, consideraremos el entorno prismático de P indicado en la 
Figura 6.5. 

Tendremos en cuenta el convenio de signos establecido anteriormente. 

El vector tensión sobre el plano definido por el vector unitario w (eos 0, sen 0) será 


C?] = [7-][u] = 


z xy \ /eos fí\ _ (a nx eos 0 + x xy sen 0 \ 
a ny ) \sen 0J \z xy eos 0 + ir ny sen 0) 


(6.4.8) 


Las componentes intrínsecas a„ y r se obtendrán fácilmente multiplicando escalar¬ 
mente el vector ó por los vectores unitarios « y u' respectivamente, siendo 

«'(sen 0 , —eos 0) (6.4.9) 

el vector unitario en la dirección de r positiva, según el convenio adoptado 
f a„ = a • u — a nx eos 2 0 + 2 r xy sen 0 eos 0 + a ny sen 2 0 

I.t = a ■ u' = a nx sen 0 eos 0 + z xy sen 2 0 - x xy eos 2 0 - a ny sen 0 eos 0 


o lo que es lo mismo, en función del ángulo duplo 


— eos 2 0 + t v „ sen 2 0 


(6.4.10) 


% 


sen 2 0- t„. eos 2 0 


Se obtienen así las expresiones de las componentes normal y tangencial del vector 
tensión como funciones de 0. Calculemos los valores de 0 para los que cada una de estas 



Figura 6.5. 






ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL EN COORDENADAS CARTESIANAS 201 


funciones presentan máximo o mínimo relativo. Anulando la derivada respecto a 0, de la 
primera ecuación 

d o„ <r„ v — <T 

~77¡ = — 2 -- —- sen 2 0 + 2 t eos 2 0 = 0 

a 0 2 y 

se obtiene 

tg 2 0 = - ~ Txy (6.4.11) 

a nx °ny 

y, análogamente, de la segunda 

di „ a„ r — a.„ 

-rz = 2-- — 1 eos 2 0 + 2 t_ v sen 2 0 = 0 

d 0 2 y 

tg 2 0 = - -2|- m (6.4.12) 

1 r *y 


La ecuación (6.4.11) nos indica que hay dos valores de 0, 0, y 0, + perpendiculares 

entre sí, que la satisfacen. Las direcciones dadas por estos ángulos son las direcciones 
principales y las tensiones correspondientes tensiones principales. De la misma ecuación se 
deduce que sobre los planos perpendiculares a las direcciones principales el vector tensión 
carece de componente tangencial, por lo que el vector tensión correspondiente a cada uno 
de estos planos es normal a su plano. 

Análogamente, la ecuación (6.4.12) nos indica que existen asimismo dos valores de 0, 
y perpendiculares entre sí, para los que la tensión cortante es máxima. 

Comparando las ecuaciones (6.4.11) y (6.4.12) vemos que se verifica 

tg 2 0, = — cotg 20 2 (6.4.13) 

y, por tanto: 

2 0 2 = 20 , ± ^ ^ 0 2 = 0 ,±^ 


que expresa que en un estado tensional plano las tensiones cortantes máximas se presen¬ 
tan en los planos cuyas normales son las bisectrices de las direcciones principales. 

Tomando como sistema de referencia en cada punto el formado por los ejes que son 
coincidentes con las direcciones principales, las ecuaciones (6.4.10) toman la forma 


— eos 2 0 


(6.4.14) 


T = 


2 


sen 20 
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siendo tí el ángulo que la normal al plano al que corresponden estas componentes 
intrínsecas forma con la dirección principal correspondiente a <r,. 


6.5. Elipse de tensiones 

En el Epígrafe 2.6 hemos estudiado el lugar geométrico de los extremos de los vectores 
tensión correspondientes a los infinitos planos de la radiación de vértice un punto P de un 
sólido elástico. Obtuvimos que cuando las tres tensiones principales son no nulas, el lugar 
geométrico es un elipsoide llamado elipsoide de tensiones o elipsoide de Lamé También 
vimos que en el caso de ser nula una de las tensiones principales, el elipsoide degenera en 
la superficie limitada por una elipse de longitudes de semiejes los valores de las tensiones 
principales no nulas, en el plano definido por las dos direcciones principales correspon¬ 
dientes. 

Es evidente que lo dicho entonces es aplicable a los estados elásticos bidimensionales. 
Por ello podemos afirmar, en el caso que las tensiones correspondientes a las direcciones 
principales contenidas en el plano director son no nulas, que el lugar geométrico de los 
extremos de los vectores tensión correspondientes a los infinitos planos de la radiación de 
vértice el punto P es un elipsoide si se trata de un estado de deformación plana, y una 
superficie limitada por una elipse, en el plano director, si se trata de un estado tensional 
plano. 

Pero en los estados elásticos bidimensionales nos interesa de forma especial con¬ 
siderar el haz de planos gue pasan por un punto P y son perpendiculares al plano di¬ 
rector. El vector tensión a correspondiente a uno de estos planos, definido por el vector 
unitario u, es 



1 a x 

o 

c 


! eos 0 \ 

/ÍT j COS tí\ 

[£]=l 

0 

o 2 0 


sen tí 

J = I «t 2 sen 0 1 


1° 

0 o 3 ) 


\ ° ) 

\ 0 


habiendo tomado como ejes .x e y los contenidos en el plano director correspondientes a 
las tensiones o¡ y o 2 , tanto si se trata de un estado de deformación plana como si se trata 
de un estado tensional plano. 

De (6.5.1) se deduce que los vectores tensión correspondientes a los planos perpendicu¬ 
lares al plano director en un estado elástico bidimensional están siempre contenidos en 
dicho plano director. 

Veamos ahora cuál es el lugar geométrico del extremo M (x, y) del vector tensión para 
el haz de planos que pasan por un punto P y son perpendiculares al plano director. De la 
ecuación (6.5.1) se deduce también 


x = o¡ eos 6 
y = o 2 sen 0 


(6.5.2) 
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Elevando al cuadrado las ecuaciones (6.5.2) y sumando miembro a miembro se obtiene 
la ecuación 



(6.5.3) 


ecuación de una elipse llamada elipse de tensiones. 

Fácilmente se entiende que esta elipse no es sino la intersección con el plano director 
del elipsoide de Lamé en caso de un estado de deformación plana; o el contorno de la 
superficie contenida en el plano director en que degenera el elipsoide de tensiones, si se 
trata de un estado tensional plano. 

De las mismas ecuaciones (6.5.2) se desprende un método gráfico para calcular el 
vector tensión mediante la utilización de la elipse de tensiones. 

En la Figura 6.6 se indica con suficiente claridad el método a que nos referimos para lo 
tres casos posibles que se pueden presentar según los signos de las tensiones principales o¡ 
y o 2 - contenidas en el plano director. 


6.6. Círculo de Mohr 

El cálculo de las componentes intrínsecas del vector tensión sobre un plano cualquiera se 
puede hacer mediante la representación gráfica de Mohr, según hemos visto en el Capítu¬ 
lo 2. La diferencia entre los círculos de Mohr correspondientes a un estado de deforma¬ 
ción plana o de tensión plana se refleja en la Figura 6.7: en el caso de estado de 
deformación plana, la tercera tensión principal es a n: . generalmente no nula (Fig. 6.7 a), 
mientras que el estado tensional plano la tercera tensión principal es nula (Fig. 6.7 b). 

Sabemos que existen en cada punto de un sólido elástico dos planos en los cuales la 
tensión tangencial es máxima, los correspondientes a los puntos Ai y A/' indicados en la 
Figura 6.7. La posición de estos dos planos respecto al plano director depende de los 
valores y signos de las tensiones principales. De la misma Figura 6.7 se deduce que estos 
planos, además de ser perpendiculares entre sí, si tomamos un sistema de ejes en el que los 
ejes x e y son coincidentes con las direcciones principales correspondientes a las ten¬ 
siones principales <r, y o 2 , contenidas en el plano director, presentan las siguientes par¬ 
ticularidades: 



Figura 6.6. 
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— Si es un estado de deformación plana en el que a¡ > a 2 > a nz , o es un estado 

tensional plano en el que las tensiones <x, y a 2 son positivas, los dos planos 

contienen al eje y formando +45° con el plano director. 

— Si es un estado de deformación plana en el que ct, > a„. > a 2 , o es un estado 
tensional plano en el que las tensiones ít, y a 2 son de distinto signo, los dos planos 
son perpendiculares al plano director y las intersecciones con él son las bisectrices 
de los ejes x e y. 

— Si es un estado de deformación plana en el que (T n: > <r¡ > o 2 , o es un estado 

tensional plano en el que las tensiones c, y <r 2 son negativas, los dos planos 

contienen al eje .r y forman ±45° con el plano director. 

En la Figura 6.8 se han dibujado los planos que presentan máxima tensión tangencial 
en estos tres casos posibles, en los que en cada uno de ellos se han indicado los ejes 
principales 1, 2 y 3, que corresponderían a las tensiones principales ordenadas de mayor a 
menor en el estado tridimensional correspondiente. 




Figura 6.8. 
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Ahora bien, si nos interesa solamente estudiar las componentes intrínsecas de los 
vectores tensión correspondientes a planos perpendiculares al plano xOy, basta considerar 
el círculo del diámetro definido por los dos puntos de abscisas los valores de las tensiones 
principales <r, y a 2 . Entre los puntos de esta circunferencia y las componentes intrínsecas 
de los vectores tensión que corresponden a dicho haz de planos existe correspondencia 
biunívoca. 

Para un plano definido por el vector unitario u cuyo sentido positivo forma un án¬ 
gulo 0 con el sentido positivo de la dirección principal 1, el punto D, cuyas coordenadas 
son las componentes intrínsecas del vector tensión correspondiente a ese plano, es la 
intersección del círculo de Mohr con la semirrecta trazada por el centro de dicho círculo 
que forma un ángulo 20 con la dirección positiva del eje de abscisas, contado en sentido 
antihorario. 

En efecto, las coordenadas del punto D obtenido así, según se indica en la Figu¬ 
ra 6.9 son: 


Ü£ = ÜC + C£ = ^-±^ + ^-^ eos 20 

( 6 . 6 . 1 ) 

ED = CD sen 20 = — ^ gz sen 20 
que coinciden con los valores de a„ y t dados por (6.4.14). 




6.7. Curvas representativas de un estado elástico plano 


Tanto en el estado de deformación plana como en el de tensión plana es suficiente estudiar 
las tensiones en un plano paralelo al director. En muchos casos, el conocimiento de ciertas 
curvas facilita el estudio del estado tensional y permite deducir algunas particularidades 
que se puedan presentar. Estudiaremos las más importantes de estas curvas, que aunque la 
definición de ellas se puede extender a problemas tridimensionales consideraremos en lo 
que sigue casos de elasticidad plana. 
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Isostáticas 

Definimos las líneas isostáticas como las curvas envolventes de las tensiones principales. 
Habrá dos familias de estas curvas que corresponden a las dos tensiones principales. 
Quiere esto decir que por cada punto pasan dos isostáticas, una de cada familia, que son 
ortogonales entre sí. 

Las ecuaciones analíticas de las isostáticas se pueden obtener a partir de la ecua¬ 
ción (6.4.7) 


tg 20 = 



2 tg fl 
1 - tg 2 0 


(6.7.1) 


y como 0 es el ángulo que forma la dirección principal correspondiente a la tensión mayor 

dy 

con la dirección positiva del eje .v se verifica: tg 0 = — . La ecuación (6.7.1) toma la forma 





1 = 0 


ecuación de segundo grado 


/.» 

dx 


cuyas raíces son: 


(6.7.2) 



ecuaciones diferenciales, cuyas integrales son las dos familias de las curvas representativas 
de las líneas isostáticas. 

Un borde libre es una isostática y la otra familia le llega ortogonalmente. 

Estas curvas pueden presentar singularidades si en algún punto las direcciones princi¬ 
pales no están determinadas o las tensiones principales son nulas. 

Llamaremos punto singular, circular o isotrópico a aquel en que se verifica: 


o nx = o„ 

T,„ = 0 


(6.7.4) 



Figura 6.10. 
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ya que la elipse de tensiones se reduce a una circunferencia y cualquier par de direcciones 
ortogonales son principales. 

Si un punto singular verifica además 

= a m = Txy = ° ( 6 - 7 - 5 ) 

diremos que se trata de un punto neutro. 

Alrededor de un punto isotrópico las isostáticas son de dos tipos: 

a) Tipo intersectivo (Fig. 6.11). 

Cada isostática rodea el punto isotrópico y corta a todas las de la otra familia. 

b) Tipo asintótico (Fig. 6.12). 

Las isostáticas van por fuera del punto y hay diversos grupos de curvas que se 
cortan entre ellas. 


lsoclinas 

Se definen las líneas isoclinas como los lugares geométricos de los puntos en los cuales las 
tensiones principales son paralelas, o dicho de otro forma: las líneas isoclinas son las que 
unen los puntos de igual inclinación de las tensiones principales. 

La ecuación de las isoclinas se obtendrá, sin más, igualando a una constante k la 
expresión (6.4.7) que nos da la tangente del duplo del ángulo que la tensión o-, forma con 
el eje de las x. 

tg2 0= 2Xx > = k (6.7.6) 

<T — O 


Varias propiedades de las líneas isoclinas se desprenden de la propia definición. 


1 * Si existe un punto isotrópico, por él pasan todas las isoclinas. 

2. a Sólo puede pasar una isoclina por un punto que no sea isotrópico, o lo que es lo 

mismo, las isoclinas no se cortan más que en puntos isotrópicos. 

3. “ Una isoclina de parámetro 0 es idéntica a la de parámetro 0 ± 



Figura 6.11. 


Figura 6.12. 
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4. " Si el cuerpo tiene eje de simetría y está simétricamente cargado, dicho eje es una 

isoclina. 

5. a Cuando una isoclina corta a un borde libre de esfuerzos cortantes, su parámetro 

viene dado por el ángulo de inclinación de la recta tangente al borde de dicho 
punto de intersección (Fig. 6.14). 


Las líneas isoclinas son de gran importancia, pues como veremos más adelante se 
pueden obtener por medios ópticos y a partir de ellas es posible construir gráficamente las 
isostáticas, que son las que presentan mayor interés. 

En efecto, supongamos que tenemos dibujadas varias isoclinas, lo suficientemente 
próximas para que entre cada dos de ellas podamos sustituir la familia de isostáticas por 
una serie de arcos de circunferencia. 

Fijado un punto /, en la isoclina y¡ (Fig. 6.15a) buscaremos el I 2 sobre y 2 , tal que el 
punto A de intersección de las tangentes a la isostática en /, e / 2 verifique AT x = AÍ 2 . 

Para ello trazaremos por /, una recta que forme con el eje x un ángulo a = ^ (Fi¬ 

gura 6.15b), siendo 0, y 0 2 los ángulos que la dirección principal forma con dicho eje en 
los puntos /, e / 2 , respectivamente. 



Figura 6.14. 
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En efecto, según se desprende de la Figura 6.15fc 


a = 0 2 + AI 2 11 

0, = a + / 2 M 


a — 0 2 = 0, - a 


2 


ya que A/ 2 /,= I 2 ¡ ,/t, por ser -4/,/, isósceles. _ _ 

Obtenido ¡ 2 buscaremos / 3 sobre y 3 , tal que BI 2 = BI 3 , y así sucesivamente. 
La envolvente de estas tangentes es una de las isostáticas que pasan por /,. 


Líneas de máxima tensión cortante 

También pueden presentar cierto interés las llamadas líneas de máxima tensión cortante 
que se definen como las envolventes de las direcciones para las que la tensión tangencial es 
máxima en cada uno de sus puntos. Del círculo de Mohr se desprende que las líneas de 
máxima tensión cortante forman dos familias de curvas ortogonales que son bisectrices de 
las isostáticas en cada punto. 

Su ecuación analítica se obtendrá a partir de la ecuación (6.4.12) 


tg 20 = 


a nx ~ °ny _ 2 tg 0 

2 T x y l - tg 2 0 


que, como tg 0 = —, loma la forma 



(6.7.7) 


(6.7.8) 



Figura 6.15. 
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ecuación de segundo grado, cuyas raíces son las ecuaciones diferenciales de primer 
orden 


dy 

dx 




(6.7.9) 


cuyas ecuaciones integrales representan las dos familias de líneas de máxima tensión 
cortante. 


Isocromáticas 

Son las curvas que unen puntos de igual diferencia de tensiones principales 

a \~ ° 2 = k (6.7.10) 

Dado que r máx = — ° 2 , las isocromáticas son curvas en cuyos puntos la tensión 

tangencial máxima es constante. 

Se obtienen en el banco fotoelástico como franjas de igual color y de ahí su nombre. 
En un borde libre, como una de las tensiones principales es nula, el valor k de la 
isocromática da directamente el valor de la otra tensión principal. 

¡sopacas 

Son curvas en cuyos puntos es constante la suma de las tensiones principales 

a, + ff 2 = constante (6.7.11) 

La palabra isopaca significa «igual espesor». Su nombre proviene de que en estados 
tensionales planos la deformación unitaria en dirección perpendicular al plano director es 

e* = - | (ff, + ff 2 > (6.7.12) 

y los puntos en los que el espesor es constante son aquellos en los que es constante la 
suma de las tensiones principales. 


Isóbaras 

Llamaremos líneas ¡sobaras los lugares geométricos de los puntos en los cuales las 
tensiones principales correspondientes a cada una de las familias de isostáticas tienen el 
mismo valor 




(6.7.13) 
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Hay, pues, dos familias de isóbaras, correspondientes cada una de ellas a cada una de 
las dos familias de isostáticas. 

Las isóbaras se pueden construir a partir de las isopacas e isocromáticas. En efecto, 
sean las isopacas 


las isocromáticas 


a¡ + ff 2 — m — 1, m, m + 1, m + 2 


<t, — a 2 = n — 2, n — 1, n, n + 1, n + 2 


Supongamos un punto A donde la segunda isopaca corta a la cuarta isocromática 
(Fig. 6.16). 


m — n — 1 

°2 =-t- (6.7.14) 


Consideremos ahora el punto B intersección de la tercera isopaca con la tercera 
isocromática. 


<r, + a 2 = m + 11 

a i ~ <*2 = * S 


En general, a t tendrá el mismo valor en los puntos de corte de la isopaca de valor 
m - s con la isocromática de valor m + s. Y ésta será la ley para construir las isóbaras de 
la familia <r v Análogamente se haría para la familia correspondiente a <x 2 . 



^ *» . * 
, 6% 0' 


Figura 6.16. 
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Isoténicas 

Son los lugares geométricos de los puntos de igual deformación principal. Evidentemente, 
existen dos familias de isoténicas correspondientes a 

e, = ; e 2 = k 2 


6.8. El problema elástico en un estado de deformación plana 


Dado un cuerpo elástico y definida la solicitación exterior, el problema que se plantea la 
teoría de la Elasticidad es la determinación del estado del cuerpo después de la deforma¬ 
ción. Una forma de resolver el problema es conocer los corrimientos en todos los puntos, 
pues hemos visto que a partir de ellos quedan determinadas las componentes de la matriz 
de deformación [ecuaciones (5.1.2)], y a partir de éstas se obtienen las correspondientes a 
la matriz de tensiones mediante las ecuaciones de Lamé. 

Ya se comprende que en cada punto, fijado el sistema de referencia, la matriz de 
tensiones es única y también la de deformación. Admitiremos esta unicidad que se ha 
demostrado matemáticamente por KircholT para los casos que existan relaciones lineales 
entre tensiones y deformaciones. 

De una forma general, como hemos visto anteriormente en el caso de un estado 
elástico tridimensional, las tensiones y deformaciones, solución del problema elástico 
tienen que verificar en todo punto del sólido elástico: 


a) Las tres ecuaciones (5.1.1) de equilibrio interno. 

b) Las seis ecuaciones (5.1.3) de compatibilidad. 

c) Las ecuaciones de equilibrio en el contorno, en los puntos del mismo. 


Consideremos ahora el caso de un cuerpo elástico sometido a una solicitación exterior 
tal que provoque un estado de deformación plana. Las ecuaciones de equilibrio interno se 
reducen a 


X + 


3 a„ x d t x¡ 
d x d y 


= 0 


Sx xy 
d x 


d (7„ 
d y 


= 0 


( 6 . 8 . 1 ) 


ya que la tercera queda Z - 0, es decir, si existen fuerzas de volumen éstas han de estar 
contenidas en planos paralelos al plano director. 

Las deformaciones en función de las tensiones son 

= £ [(1 - n)a nx ~ H <r ny ] 

E y = E ^ ny ~ Aí {o »x + = Cd - 


_ X xy _ 2(1 + H) 

xy G £ 


H)a ny - n a n J 


( 6 . 8 . 2 ) 
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De las condiciones de compatibilidad queda solamente 

d 2 y xy _ d 2 £ y d 2 e x 
dxdy ~ dx 2 + dy 2 


(6.8.3) 


ya que las otras cinco se verifican idénticamente. 

Busquemos una ecuación cuya solución verifique las ecuaciones (6.8.1) de equilibrio 
interno y la (6.8.3) de compatibilidad. Para ello, derivemos la primera ecuación (6.8.1) 
respecto de x, la segunda respecto de y y sumemos miembro a miembro. 


d 2 T xy d 2 a nx d 2 a nx dX 8 Y 
dx dy dx 2 dy 2 dx dy 


(6.8.4) 


Sustituyendo en (6.8.3) las derivadas de las deformaciones, obtenidas derivando las 
(6.8.2), se tiene 


52 T .vy 

dxdy 


(1 -/1) 



d 2 a n 

~W 



(^ °n 

\dS 


?Jsz) 
dy 2 ) 


e igualando a (6.8.4), se obtiene finalmente 


d 2 d 2 

dx 2 + dp) (<T " V + ff " v) = 


-1 fd_X + dY 
- f i\ dx dy 


(6.8.5) 


( 6 . 8 . 6 ) 


expresión en la cual el primer paréntesis es, en coordenadas cartesianas, el operador 
laplaciana y el último la divergencia del campo vectorial /„ de las fuerzas de masa por 
unidad de volumen, por lo que esta ecuación se podrá expresar simbólicamente de la 
siguiente forma 


A (ff„,. + a K .) = -- div /_ 

\ - H 


(6.8.7) 


En el caso particular que las fuerzas de volumen sean nulas o constantes, div/ t , = 0, la 
anterior ecuación se reduce a 


A(ff„ + a ny ) = 0 


( 6 . 8 . 8 ) 


en la que se observa que no interviene el coeficiente de Poisson. 

La solución obtenida de esta ecuación diferencial verifica las ecuaciones de equilibrio 
interno y las de compatibilidad. Por tanto, para que sea solución del problema elástico 
solamente tendrá que verificar las condiciones de contorno. 
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6.9. El problema elástico en un estado tensional plano 

En este caso las ecuaciones de equilibrio interno (5.1.1) se reducen a 


dx dy 


r + d -±t + d -¿* = o 

ox dy 


(6.9.1) 


Las deformaciones en función de las tensiones, teniendo en cuenta que a n . = 0, son 


1 1 u 

P («■« - /' *ny) ; £ , = r - /' O i F : = ~ p K* + %■) 


T 2(1+ /i) 

y x , = ^r = —^; Vx* = v- = o 


G E 

De las condiciones de compatibilidad (5.1.3) quedan 


(6.9.2) 


___y 

dx dy dx 2 ' dy 2 


d 2 e. d 2 e. d 2 e. ^ 

dy 2 dx 2 dx dy 


(6.9.3) 


Pongamos la primera de estas ecuaciones en función de las tensiones. Para ello, 
derivemos la primera ecuación (6.9.1) respecto de x, la segunda respecto de y, y sumemos 
miembro a miembro 


2 02 T *>' = _ 02 a *x _ 8,2 a n, 8X 8Y 
dxdy dx 2 dy 2 dx dy 


(6.9.4) 


Por otra parte, sustituyendo en la primera ecuación (6.9.3) las derivadas de las defor¬ 
maciones, obtenidas derivando las (6.9.2), se tiene 


2(1 + aí) 


dxdy 


d 2 a, 
~d? 


d 2 a nx _ id 2 a nx 
dy 2 ^ {d^ 


82 

8 y 2 ) 


(6.9.5) 


d 2 t 

e igualando la - - * y de esta ecuación con la (6.8.4), se obtiene finalmente 

dxdy 
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(<r„ x + O ny ) = + H) 


dy, 


(6.9.6) 


que se puede poner simbólicamente de la siguiente forma 

+ o ny ) = -(1 + n) div /„ (6.9.7) 

Si las fuerzas de volumen son nulas o constantes, queda 

A (ff nx + <x n) .) = 0 (6.9.8) 

La solución al problema elástico obtenida de esta ecuación diferencial tiene que 
verificar las condiciones de equilibrio en el contorno. 

Observamos que si las fuerzas de volumen son nulas o constantes, tanto en el estado 
de deformación plana [ecuación (6.8.8)] como en el tensional plano [ecuación (6.9.8)], 
llegamos a obtener la misma ecuación, en la que no interviene el coeficiente de Poisson. 
Esto nos dice que la solución es independiente del material, propiedad en la que se 
fundamentan los métodos fotoelásticos y de ensayos sobre modelos. 

Sin embargo, hay que hacer una importante observación. Tanto en el caso de deforma¬ 
ción plana como en el de tensión plana hemos hecho intervenir las mismas condiciones de 
integrabilidad. Pero en el estado tensional plano se tienen que verificar además las 
condiciones (6.9.3) no utilizadas 


d 2 e z _ d 2 e. _ d 2 s. _ 
dy 2 ¿be 2 dx dy 

que, en general, no se cumplirán, ya que 

e- = - | (o„ x + <x„,) 


(6.9.9) 


(6.9.10) 


y a„ x y o ny habrían de ser funciones lineales de x e y. 

Por tanto, si la solución en el caso de deformación plana era exacta, en el caso de 
tensión plana no lo es. No obstante, si se trata de una placa delgada, la solución que se 
obtenga de esta forma la admitiremos como válida por ser muy aproximada. 


6.10. Función de Airy 

Cuando las fuerzas de masa son constantes en un prisma, con estado de deformación o 
tensión plana, el problema elástico puede verse simplificado notablemente mediante la 
utilización de una cierta función <f> llamada función de tensiones o función de Airy. 

En efecto, si derivamos las ecuaciones (6.8.1) o (6.9.1) de equilibrio interno, suponiendo 
las fuerzas de masa constantes, se tiene 

d 2 a ux d 2 o my _ d 2 r xy 
dx 2 dy 2 dx dy 


( 6 . 10 . 1 ) 
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d 4 ó 

Igualando estas expresiones a la derivada cuarta . , . , de una función d>, se deduce 

dx o y 

que podemos obtener los valores de las tensiones de la forma siguiente: 


d 2 (¡> 


d 2 </> 
dx 2 


dxdy 


Xy - Yx 


( 6 . 10 . 2 ) 


que verifican las ecuaciones de equilibrio interno. 

Tanto la ecuación (6.8.8) en el caso de deformación plana como la (6.9.8) en el caso de 
tensión plana es verificada, siempre que (¡> cumpla la condición 



es decir, que la función de Airy tiene que ser, para que se cumplan las condiciones de 
compatibilidad y las ecuaciones de equilibrio interno una función biarmónica. 

El problema elástico, en los casos de elasticidad bidimensional con fuerzas de masa 
constantes queda reducido, pues, a encontrar una función biarmónica cuya solución de 
tensiones que de ella se derive verifique las condiciones de contorno. 

Si las leyes de variación de las tensiones en el contorno son polinomios de grado n 
cabe esperar que la función de Airy sea un polinomio en x, y, de grado n + 2. 

Una vez determinado el grado del polinomio de Airy, en los casos que sea posible, se 
supone la función <f> un polinomio de ese grado, hasta los términos de segundo grado 
inclusive, con coeficientes A, B, C..., que se determinarán mediante la identificación de las 
tensiones obtenidas a partir de (f> [ecuaciones (6.10.2)], con las leyes deducidas de la 
solicitación exterior, y cumpliendo los coeficientes las relaciones precisas para asegurar la 
condición de biarmonicidad de la función de tensiones. 


6.11. Función de Airy cuando las fuerzas de masa 
deriven de un potencial 


Consideremos ahora el caso en el que las fuerzas de masa no sean constantes, pero sí 
deriven de un potencial V, es decir: 


/„= - VV 


En este caso, las ecuaciones de equilibrio interno se pueden expresar de la siguiente 
forma: 


dV 

~dx 


dV 


( 6.11 
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d d t 

— (a nx - V) + —st = 0 
dx dy 


d t d 

1 _ f + _ K ,_V) = 0 


Si <j) = <f>(x,y) es función de Airy, la solución de tensiones 


( 6 . 11 . 2 ) 


< 


o nx 


V + 


d 2 </) 

w 


V + 


d 2 (¡> 
~dx I 


d 2 (¡> 
dxdy 


( 6 . 11 . 3 ) 


satisfacen idénticamente las ecuaciones de equilibrio interno (6.11.2). 

Para imponer la condición de compatibilidad distinguiremos entre estado de deforma¬ 
ción plana y estado tensional plano. 


a) Estado de deformación plana 

Según hemos visto anteriormente, se tiene que verificar la ecuación (6.8.7) 


1 í d 2 V d 2 V \ 
I - /< \ dx 2 + (ly 2 ) 

o lo que es lo mismo, simplificando 


d ¿ <f> 

dx 2 


dy 2 


A 2 <p + 


I ~2p 

l-p 


AV=0 


( 6 . 11 . 4 ) 


( 6 . 11 . 5 ) 


Esta ecuación permitirá obtener la función 0 de Airy que resuelve el problema elástico 
en un estado de deformación plana. La solución que de ella se derive solamente tiene que 
verificar las condiciones de contorno. 


b ) Estado tensional plano 

Si se trata de un estado tensional plano, la ecuación que se tiene que verificar para que la 
función (¡) cumpla las condiciones de compatibilidad es la (6.9.7) 


d 2 ó d 2 df 

2V+^-? + -^) = (l +/ 0 


dx 2 


d 2 v 

dx 2 


d 2 V \ 

dy 2 ) 


( 6 . 11 . 6 ) 
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o sea: 


A 2 0 + (I — fi)AV = 0 (6.11.7) 

si bien en este caso hay que señalar el carácter de solución aproximada en la resolución 
del problema elástico. 


6.12. Solución de Filón a la resolución del problema elástico plano 

En el estudio de una viga cuya longitud es muy superior a la altura. Filón propuso una 
solución de polinomios trigonométricos al problema elástico que se presentaba en esa 
viga. 

En la solución de Filón se consideran despreciables las fuerzas de masa y se propone 
una solución de tensiones que se pueda expresar como producto de otras dos: una que 
depende exclusivamente de .v y otra función solamente de y. 

<D(x,y) = <p(x) ■ ¡¡j(y) (6.12.1) 

La función de tensiones <P tiene que ser biarmónica, es decir, tiene que verificar 


d 4<1) , ¿ 4 d> 3 4 <D 

dx* +1 dx 2 dy 2 + 


d ^t +2 d ^ d -¡4 +(P J 4+=o 

dx* dx 2 dy 2 dy 4 


Si tomamos la función ip de la forma 

¡p = A eos /.x + B sen kx 
como sus derivadas segunda y cuarta son 


( 6 . 12 . 2 ) 


(6.12.3) 


= ~ A /. 2 eos kx - B k 2 sen kx = - k 2 <p 
d* tp ,. 

= A k eos áx + B k sen kx = /. <p 


si sustituimos en (6.12.2), tenemos: 
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ecuación diferencial de cuarto orden y coeficientes constantes, cuya solución será de la 
forma ifr = e sy . 

Por tanto, su ecuación característica es 

A 4 — 2 A 2 s 2 + s 4 = 0 

de donde: 

(A 2 - s 2 ) 2 = 0 => s = + A (raíces dobles) 

La solución integral de la ecuación diferencial (6.12.5) es 

tp = C ch Ay + D sh Ay + Ey ch Ay + Fy sh Ay 
por lo que la función de tensiones <1> será: 

<1> = (A eos Ax + B sen Ax)(C ch Ay + D sh Ay + Ey ch Ay + Fy sh Ay) (6.12.6) 

Con esta solución se verifica para cualesquiera valores de las constantes, y se podrá 
tomar como solución más general la suma algebraica de ellas 

m = h 

a>= X (A m eos Ax + fl m sen Ax)(C m c/i Ay + 

m = 1 

+ D m sh Ay + E m y ch Ay + F m y sh Ay) ^ 

ecuación en la que se tienen cuantas constantes arbitrarias se deseen para ajustarse a las 
condiciones de contorno. 


6.13. Funciones de Airy polinómicas 


Hemos visto anteriormente que en un estado de elasticidad bidimensional en el que las 
fuerzas de volumen sean constantes o nulas el problema del cálculo de la matriz de 
tensiones se reduce a la determinación de una función 4>, llamada función de tensiones o 
función de Airy, que sea biarmónica 

A 2 (/> = 0 (6.13.1) 

o bien, en coordenadas cartesianas 


í 4 4 > , , ^ _ n 

dx* 2 8x 2 dy 2 dy* 


A partir de ella, las componentes de la matriz de tensiones son: 


o nx 


d lA Jl±- =-íl± 

dy 2 ’ 0mr dx 2 ’ T * y dxdy 


Xy - Yx 


(6.13.2) 


(6.13.3) 
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Generalmente, en este proceso se obtienen las anteriores expresiones en función de 
ciertos parámetros que aparecen en la función if> y que habrá que determinar imponiendo 
las condiciones de equilibrio en el contorno 


(X = o nx ct+T xy p 
[ r = r xy a + a ny ¡1 


(6.13.4) 


Frecuentemente interesa seguir este camino, es decir, especificar en primer lugar la 
forma analítica de la función (j> y determinar después sus parámetros, de forma que 
satisfagan la condición de biarmonicidad y las de contorno. 

Una vez obtenidas las componentes de la matriz de tensiones se deducirán las corres¬ 
pondientes de la matriz de deformación mediante las leyes de Hooke generalizadas, y a 
partir de éstas se pueden determinar, salvo una traslación y un giro alrededor del eje z, las 
componentes del vector desplazamiento de cualquier punto integrando las ecuaciones 
diferenciales correspondientes, análogamente a como se hizo cuando en el Capítulo 3 
obteníamos las condiciones de compatibilidad de las componentes de la matriz de defor¬ 
mación. 

Sin embargo, ahora procederemos de diferente modo. Supondremos soluciones polinó- 
micas de la función de Airy y ajustaremos convenientemente los coeficientes para ver el 
significado que tal función de tensión comportará en el estado elástico provocado en una 
placa rectangular, viendo qué condiciones de contorno crearían ese estado lensional cuya 
función de tensiones es (/>. 

Para funciones polinómicas de grado inferior al cuarto, la condición de biarmonicidad 
está asegurada, y como para la función de primer grado la solución de tensiones (6.13.3) es 
idénticamente nula, consideraremos en primer lugar una función polinómica de segundo 
grado. 


Polinomio de segundo grado 

Si la función de Airy viene representada por un polinomio homogéneo de segundo grado 


<t>(x,y) = j x 2 + bxy + L - y 2 (6.13.5) 

la solución de tensiones dada por (6.13.3), en el caso de que las fuerzas de volumen sean 
nulas será 


d 2 (¡> 


d 1 (/) 


d2 <t> 

dxdy 


(6.13.6) 


Se obtiene, como vemos, una combinación de tensiones uniformes de tracción o 
compresión (según el signo de los coeficientes a y c) en dos direcciones perpendiculares 
entre sí y una tensión tangencial uniforme. Es lo que se llama estado de tensión homogéneo. 

Se observa que en este caso si los ejes son paralelos a los lados de la placa, el resultado 
obtenido es independiente de la posición del origen de coordenadas. 

Las fuerzas superficiales en el contorno se obtienen de (6.13.4). Se dibujan en la Fi¬ 
gura 6.17 para el caso de los tres coeficientes positivos. 
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Fuerzas superficiales tangenciales 


Figura 6.17. 


Vemos que la función de Airy polinómica de segundo grado resuelve el problema 
elástico de la placa en los siguientes casos: 

1 “ Cuando la placa está sometida a una tracción uniforme en la dirección del eje y, 
todos los coeficientes son nulos, excepto a. 

2° Cuando la placa está sometida a una fuerza tangencial uniforme en todo su 
contorno, todos los coeficientes son nulos, excepto b. 

3. ° Cuando la placa está sometida a una tracción uniforme en la dirección del eje x, 

lodos los coeficientes son nulos, excepto c. 

4. " Cuando la placa está sometida a una tracción uniforme en la dirección del eje x y 

a una fuerza tangencial uniforme en todo su contorno, el coeficiente a es nulo. 

5. ° Cuando la placa está sometida a doble tracción en las direcciones de los ejes x e y, 

el coeficiente b es nulo. 

6. ° Cuando la placa está sometida a una tracción en la dirección del eje y y a una 

fuerza tangencial uniforme en todo su contorno, el coeficiente c es nulo. 


Hemos supuesto todos los coeficientes positivos. Si a o c fueran negativos, las traccio¬ 
nes correspondientes serían compresiones. Si es negativo b, cambiaría el sentido de la 
fuerza tangencial en su contorno. 

Polinomio de tercer grado 

Si la función de Airy es un polinomio homogéneo de tercer grado 

*(x,y> =\ xi + b 2 x2 y +C 2 x y 2+ \y 3 (6 - 13 - 7 » 

se cumple también la condición de biarmonicidad para valores arbitrarios de los coe¬ 
ficientes. 
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Las tensiones, según (6.13.3), vendrán dadas por 
a„ x = ex + dy 

a ny = ax + by (6.13.8) 

x xy = -bx-cy 

que, como se ve, son funciones lineales de las coordenadas. 

Las fuerzas superficiales que tendrían que actuar sobre el contorno de la placa para 
que la función de Airy < j> nos resolviera'el problema elástico en ella se obtendrían de forma 
análoga a como hemos hecho en el caso anterior, en el que la función (¡> era un polinomio 
de segundo grado. 

De forma análoga también podemos estudiar los casos que corresponden cuando son 
nulos uno, dos o tres coeficientes. Pero entre todos ellos merece especial atención el caso 
en el que todos los coeficientes son nulos, excepto d. es decir, cuando la función de Airy es 
de la forma 



En este caso, la solución de tensiones es 

a nx = dy ; a ny = 0 ; x xy = 0 (6.13.10) 

La aplicación de las ecuaciones (6.13.4) nos proporciona las fuerzas superficiales en el 
contorno, que representamos en la Figura 6.18. 

De la solución de tensiones se deduce que la distribución de tensiones en cualquier 
sección recta perpendicular al eje .y es la misma, anulándose en todos sus puntos la tensión 
tangencial. La tensión normal es directamente proporcional a la distancia a la fibra que 
no está sometida a tensión alguna. De ahí que a esta fibra se le llame fibra neutra, y dado 
que en toda sección recta el sistema de fuerzas engendrado por las tensiones normales se 
reduce a un momento flector constante, diremos que la placa trabaja a flexión pura. 

Si es conocido el momento M por unidad de espesor de la placa podemos expresar el 
coeficiente d en función de éste. 

En efecto, en cualquier sección paralela al eje y 


M = j a nx y dy = 2 J d y 2 dy = ^ h 3 
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de donde 


d 


3 M 
2 h 3 


Por tanto, la solución de tensiones se podrá expresar así: 

3 M 

a " x = 2Í? 1 ff ">- = ° ; T *>' = 0 


(6.13.11) 


(6.13.12) 


Un aspecto interesante se desprende de la consideración de las dos condiciones de 
contorno distintas indicadas en la Figura 6.19. 

En a) se indica la distribución lineal de esfuerzos normales en dos caras opuestas del 
contorno de la placa correspondiente al caso de flexión pura que hemos estudiado 
anteriormente. En b) si la tensión a de tracción o compresión sobre las mismas caras es tal 
M 

que o = jy , los sistemas de fuerzas aplicados en ambos casos son estáticamente equivalen¬ 
tes y, en virtud del principio de Saint-Venant , en una zona suficientemente alejada de los 
extremos la distribución de tensiones es la misma en los dos casos. 

Si todos los coeficientes son nulos, excepto a 



(6.13.13) 


es un caso análogo al anterior. La diferencia estriba en que ahora los esfuerzos normales 
actúan sobre los lados de la placa paralelos al eje x y el eje neutro, lugar de los puntos de 
tensión normal nula, es el eje y (Fig. 6.20). 


Polinomio de cuarto grado 

Si la función de Airy es un polinomio homogéneo de cuarto grado 


c , , a , e . 
2 Xy+ 6 Xy+ l 2 y 


(6.13.14) 



Figura 6.19. 
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Figura 6.20. 


los coeficientes ya no pueden ser arbitrarios, pues al tener que cumplir la condición de 
biarmonicidad se habrá de verificar 


, d 4 ó d* ó d* é 

A ^a^ + 2 feW + ^ =2o + 4c + 2f -° 


a + 2c + e = 0 => e = —2c — a 


con lo que la función (¡> tomaría la forma 


a . b , c , , d , 2c+ a . 

= l2 X + 6 X y+ 2 y + 6 VJ ’ “ \2~ y 


(6.13.15) 

(6.13.16) 


en la que ahora los coeficientes a, b , c, d sí pueden ser arbitrarios. 
La solución de tensiones es: 


a nx = ex 1 + dxy - (2c + a) y 2 

a ny = a x 2 + b xy + c y 2 (6.13.17) 

b 2 , d 2 

*xy = - 2 x - 2 cX 3' - 2 y 


Según los valores de los coeficientes tenemos diferentes condiciones de carga sobre la 
placa rectangular. A modo de ejemplo, veamos dos casos particulares, tomando en ambos 
el sistema de referencia coincidente con los ejes de simetría de la placa. 

Si todos los coeficientes son nulos, excepto a 



(6.13.18) 


En la Figura 6.21 se representan los esfuerzos unitarios sobre el contorno para valores 
de a positivos. La placa está sometida a compresión según el eje x y a tracción según el 
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eje y. Ambas distribuciones siguen una ley parabólica anulándose en los puntos medios de 
los lados. 

Si todos los coeficientes son nulos, excepto h 


h 

6 


x 3 y 



(6.13.19) 


La placa está sometida a esfuerzos normales en los lados y = ±h que siguen una ley 
lineal, y a esfuerzos tangenciales: ley uniforme en los lados x = ± y parabólica en 
y = ±h (Fig. 6.22). 
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Figura 6.22. 
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Polinomio de quinto grado 

Si la función de Airy es un polinomio homogéneo de quinto grado 


•<’ = ñ x ’ + ñ *'y + i* 3 r 


(6.13.20) 


para que sea biarmónica se tiene que verificar 

A 2 <¡> = (3 a + e + 2c)x + (b + 3f+ 2d)y = 0 

es decir, los coeficientes no pueden ser arbitrarios, sino que tienen que cumplir las 
relaciones 


{ e = -(2c + 3a) 
f= - \(b + 2d) 


(6.13.21) 


a„ = j4 = j -v 3 + dx 2 y — (2c + 3a) xy 2 - j (6 + 2d) y 3 

' a n = ^4 = ax 3 + bx 2 y + cxy 2 + i y 3 (6.13.22) 

* ox ¿ 3 ' 

r xy = - ^ -v 3 - ex 2 y - dxy 2 + \ (2c + 3a) y 3 

> dxdy 3 3 


en donde los coeficientes a, b, c, d son arbitrarios. Si se eligen convenientemente se 
obtienen las soluciones correspondientes a distintas condiciones de carga de la placa, 
análogamente a como hemos hecho en los casos anteriores. 

De lo expuesto anteriormente se deduce, de forma general, que si la función de 
tensiones es un polinomio de grado n tenemos n + 1 coeficientes. Al imponer la condición 
de biarmonicidad nos quedará un polinomio de grado n - 4 con n - 3 coeficientes, que 
como ha de ser idénticamente nulo tendremos « — 3 relaciones entre los coeficientes del 
polinomio, quedando, por tanto, n + 1 — (n — 3) = 4 coeficientes independientes. 

Resumiendo, si el polinomio es de grado inferior a cuatro todos los coeficientes pueden 
ser arbitrarios. Si el grado es igual o superior a cuatro sólo hay cuatro coeficientes que 
pueden ser arbitrarios. 


6.14. Flexión de una viga en voladizo cargada en su extremo 

Determinaremos ahora la distribución de tensiones en los puntos de una viga en voladizo 
de espesor constante f, pequeño en comparación con la altura 2/i de la misma, que está 
sometida a una carga P en su extremo libre, como se indica en la Figura 6.23, de la que se 
considera despreciable su peso propio. 
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En cualquier sección recta de esta viga es fácil ver que la reducción de la solicitación 
aplicada a una de las partes, en que la viga queda dividida por la sección, se compone de 
un momento (lector en la dirección del eje z, y de un esfuerzo cortante. En estas condicio¬ 
nes se dice que la viga trabaja a flexión simple. 

Como se ha supuesto que t « 2li podemos considerar que esta viga está sometida a un 
estado tensional plano, cuyas condiciones de contorno son las siguientes: 

a) Las caras superior e inferior están libres de fuerzas de superficie tanto normales 
como tangenciales, es decir, para y = ±h 

«V = 0 ; T„ = 0 (6.14.1) 

b) No existen tensiones normales en la cara extrema libre, es decir, para x = 0 

<r nx = 0 (6.14.2) 

c) La distribución de tensiones tangenciales en la cara extrema libre tiene que ser tal 
que su resultante sea igual a la carga P aplicada 


P = 



i dy 


(6.14.3) 


Utilizaremos el resultado obtenido en (6.13.12) cuando la placa trabaja a flexión pura, 
pero teniendo en cuenta que en este caso el momento M es proporcional a la abscisa x, 
por lo que la tensión normal a nx será de la forma a nx = c, xy, siendo c, una constante. 

Aquí procederemos de forma inversa a como hemos hecho anteriormente, es decir, 
conocida la forma de a nx calcularemos la función de Airy de tal forma que la solución de 
tensiones que de ella se derive verifique las condiciones de contorno. 
d 2 cf> 

Como a nx = = c, xy, integrando, tenemos 


4 > = 


1 

6 


xy 3 + y fi(x)+f 2 (x) 


(6.14.4) 
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siendo/,(x) y / 2 (x) funciones arbitrarias de la variable x, que determinaremos imponiendo 
la condición de biarmonicidad de la función (/) 

d A <t> „ d 4 <¡> ¿) 4 4 > d 4 f. d 4 U n 

ax 4 dx 2 a y 2 ¿y } dx 4 dx 4 

y de aquí, como se tiene que verificar para cualquier valor de y: 


tk 

dx 4 

ti1 

dx 4 


fl = C 2 x3 + C 3* 2 + C 4 X + C i 


f» = C b X¡ + c 7 x 2 4- C 8 X 4- C f 


(6.14.5) 


(6.14.6) 


Sustituyendo las expresiones de/, y de./ 2 en (6.14.4), se tiene como función de Airy 


- c,xy 3 4- (c 2 x 3 4- t-jX 2 4- c 4 x 4- c 5 ) y + (c 6 x 3 4- c 7 x 2 4- c g x 4- c 9 ) (6.14.7) 


de la que se obtiene la solución de tensiones: 


1 <’„- 1 ^ = 6c 2 xy + 2c ¡ y + 6c t x + 2c 1 

(* 2 ( j > 1 , - 2 - 

~ 3c ‘ x - 2c > x - c ‘ 


(6.14.8) 


Determinemos las constantes imponiendo las condiciones de contorno: 
Para y = ±h: o ny = 0 ; x xy = 0 

f 6 c 2 hx 4- 2 h c 3 + 6 c 6 x + 2 c 7 = 0 
| — 6 c 2 hx — 2 /i c 3 4- 6 c 6 x 4- 2 c 7 = 0 
=* c 2 = c 3 = c 6 = c 7 = 0 

— - c, h 2 - 3 c 2 x 2 — 2 c 3 x — c 4 = 0 


•4 = “ ^ c i 1,2 
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Como en la función de Airy los términos lineales no van a intervenir en la solución del 
problema elástico, podemos suponerlos nulos, es decir: 

c 5 = Cg = c 9 = 0 

La función de Airy queda reducida a: 


1 

6 C| 


xy 3 ~ 5 C\ h2 xy 


(6.14.9) 


y la solución de tensiones a 


a nx = C\ xy 

%. = 0 (6.14.10) 

**>. = - \ c > ( y 2 - /,2) 


La única constante no nula, c,, se determina imponiendo la condición de contorno 
(6.14.3) 



t dy = 


1 



Hy 2 -h 2 )dy = P 


de donde 


3 P 


1 2 í h 2 


y como - t h 2 = I. es el momento de inercia de la sección recta de la viga respecto del 
eje z, podemos poner 


°nx = Y y ; a "y = 0 : T *y = TT (/ ' 2 ” >’ 2) (6.14.11) 

Por tanto, si llamamos fibra neutra la formada por los puntos para los cuales la 
tensión normal es nula, resulta que en los puntos de una sección recta de la viga la tensión 
normal es proporcional a la distancia a la fibra neutra, y la tensión tangencial es una 
función parabólica, que se anula en las fibras extremas y toma su valor máximo en los 
puntos de la fibra neutra. Su representación gráfica se indica en la Figura 6.24. 

La solución del problema elástico planteado será tanto más exacta cuanto más se 
acerque a la ley parabólica indicada el reparto de la carga P en la superficie de la sección 
extrema libre. 
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6.15. Presa de gravedad de perfil triangular 

Un ejemplo interesante de problema de elasticidad plana, al que es aplicable la resolución 
mediante una función de tensión polinómica, es la presa de gravedad de perfil triangular. 

Que se trata de un problema de elasticidad plana es evidente, ya que tanto las fuerzas 
de masa o peso propio como las exteriores originadas por la presión hidróstatica. norma¬ 
les a la superficie de la presa, son paralelas al plano xOy (Fig. 6.25). 

Si suponemos que es muy grande la longitud de la presa en dirección normal al plano 
del perfil indicado, se trata de un problema de deformación plana. 

Veamos, pues, cómo podemos encontrar la solución de tensiones en los puntos de la 
presa a partir de una función de Airy de tipo polinómico considerando en primer lugar 
que el embalse esté totalmente lleno. 

Como en los puntos de la superficie mojada la tensión (igual a la presión hidrostática) 
es una función lineal de la cota y, cabe esperar que la función de Airy sea un polinomio de 
tercer grado de la forma 


<¡> = ax 3 + bx 2 y + cxy 2 + dy 3 (6.15.1) 

que es biarmónica para valores arbitrarios de los coeficientes y. por tanto, las tensiones 
que de ella se derivan verifican las ecuaciones de equilibrio interno y las condiciones de 
compatibilidad. 

La solución de tensiones (6.13.3), teniendo en cuenta que las fuerzas de masa son 
X = 0, Y = y, siendo y el peso específico del material de la presa, es 

d 2 é 

a nx ~ tt = 2 ex + 6 dy 

dy 

d 2 ó 

< 7 ny =^ = 6ax + 2b y (6.15.2) 

d 2 ó 

t xv = - — -i- - Xy-Yx= -2 bx- ley - yx 
' ox o y 
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Veamos si es posible determinar los coeficientes a, b, c, d para que estas ecuaciones 
determinen de forma unívoca las condiciones de contorno 


* = P 

Y = x xy a + a ny ¡i 


(6.15.3) 


En los puntos del paramento de aguas arriba, si y a es el peso específico del agua, la 
aplicación de estas ecuaciones nos da 


y a y eos a, = a nx eos(90 + 90- a,) +t,,. eos(90 +a,) = -a nx eos a, - z xy sen a, 

y a y sen a, = r xy eos(90 + 90- a,) + a ny eos(90 + a,) = - x xy eos a, - o ny sen a, (6 '' 5 ' 4) 

Sustituyendo en estas ecuaciones las expresiones de las componentes de la matriz de 
tensiones dadas por (6.15.2) y dividiendo por eos a,, tenemos 

\y a y = -(2 CX + 6 dy) - (-2bx - 2cy - yx) tg a, 

W tg «, = —( — 2bx - 2cy - yx) - (6 ax + 2by) tg a, (6,15,5) 

Sustituyendo x por su expresión en función de y 
x = -y tg a, 

y dividiendo los dos miembros de ambas ecuaciones por y, se obtiene 


ha ~ 2c tg a, — 6d — (2b tg a, - 2c + y tg a,) tg a, 

(.7, tg ce¡ = -(2 b tg a, - 2c + y tg a,) - (-6a tg a, + 2b) tg a, 


Para encontrar las otras dos ecuaciones que necesitamos para determinar los cuatro 
coeficientes impongamos las condiciones de contorno en los puntos del paramento situa¬ 
do aguas abajo. 
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En esta superficie X = Y = O, por lo que las ecuaciones de contorno serán: 

f 0 = a nx eos a 2 + x Xf eos (90 + a 2 ) = a nx eos a 2 — r*,, sen a 2 
[0 = x xy eos a 2 + a ny eos(90 + a 2 ) = x xy eos a 2 - a ny sen a 2 

o lo que es lo mismo 


f °nx - *xy tg «2 = 0 

~ °mf tg « 2 = 0 


Sustituyendo las componentes de la matriz de tensiones por sus expresiones dadas por 
(6.15.2), tenemos: 


f2« + 6^ + (2te + 2cy + ,x)tg^-0 (6 . 15 . 9) 

| - 2 b.x - 2 cy - y x - (6 ax + 2 by) tg a 2 = 0 

Como en los puntos de este paramento 

X = y tg a 2 

si sustituimos x en el sistema de ecuaciones anterior por su expresión dada por la relación 
anterior y dividimos por y, tenemos 


f 2c tg o¡ 2 + 6cl + (2h tg a 2 + 2c + y tg a 2 ) tg a 2 = 0 
[ - 2b tg a 2 - 2c - y tg x 2 - (6« tg a 2 + 2b) tg a 2 = 0 


Las ecuaciones (6.15.6) y (6.15.10) forman el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro 
incógnitas 


{ 4c tg a, - 6 d - 2b tg 2 a, = y a + y tg 2 a, 

2c + 6a tg 2 a, - 4 b tg a, = y„ tg a, + y tg a, (6.15.11) 

4 c tg a 2 + 6 d + 2 b tg 2 a 2 = — y tg 2 a 2 

-2c - 6a tg 2 a 2 - 4b tg a 2 = y tg a 2 

que permite obtener los siguientes valores de los cuatro coeficientes que resuelven el 
problema 
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tga, - tga, t tg 2 a, + 3tga, tga, - 2 
6(tga 2 + tga,) 2 ' 6(tgx 2 + tga,) 3 

tg 2 a, + tg 2 a, [ tga 2 - tga! ~ 2 l S a i tg 2 a 2 
2(tga 2 + tga,) 2 ' 2(tga 2 + tga,) 3 )a 

_ tgaztga, (tga 2 - tga,) tga, tga, (2 + tg 2 a 2 - tga, tga,) 
2 (tg a 2 + tga,) 2 ' 2 (tg a, + tga,) 3 


tg 2 a, • tg 2 a, tg 2 a, (2 tg 2 a, tg a 2 - 3 tg a, - tg a 2 ) 
3(tga 2 + tga,) 2 ' 6(tga 2 + tga,) 3 


(6.15.12) 


Vemos, en efecto, que en una presa de perfil triangular sometida a un estado de 
deformación plana es posible resolver el problema elástico mediante una función de Airy 
de forma polinómica de tercer grado. 

Sin embargo, es necesario hacer la observación que la solución al problema planteado 
no es exacta, ya que a lo largo del lado horizontal del triángulo la solución encontrada 
impone unas tensiones y unos corrimientos que, en general, no se verificarán. 

El resultado anterior nos permite encontrar la solución de tensiones en los puntos 
interiores de la presa en el caso de embalse totalmente vacío, sin más que hacer y a = 0 en 
la solución (6.15.12) de los coeficientes. Se obtendría, pues, el estado tensional provocado 
en la presa por su propio peso a partir de una función de Airy (6.15.1) polinómica de 
tercer grado, cuyos coeficientes, en función de las características geométricas del perfil de 
la presa y del peso específico y del material, toman los valores 

( _ tga, - tga, 

6(tgx 2 + tga,) 2 ' 
tg 2 a, + tg 2 a, 

2(tga 2 + tga,) 2 ' 

(6.15.13) 

tg *2 tg a, (tg a 2 - tga,) 

2(tg a 2 + tga,) 2 1 

tg 2 a, ■ tg 2 a 2 
3(tga 2 + tga,) 2 ' 



EJERCICIOS 


6.1. En un punto de un sólido elástico en el que existe un estado tensional plano, la matriz de 
tensiones, referida a un sistema de ejes cartesianos ortogonales, es 


m= i 


-100 
, 25 ,/3 


25^/3 

-200 


estando expresadas sus componentes en kp/cm 2 . Se pide, en ese punto: 





234 ELASTICIDAD 


1. " Determinar analítica y gráficamente las tensiones y direcciones principales. 

2. ” Hallar la elipse de tensiones y representarla gráficamente. 

3. ” Calcular las deformaciones principales. 

4. ” Calcular la variación angular experimentada por la dirección a la que corresponde la 
deformación transversal unitaria máxima, dándola en grados, e indicar la dirección o direcciones 
correspondientes. 


Datos: módulo de elasticidad E = !• I0 h kp/cnr; coeficiente de Poisson /( = 0,3. 


1“ De la matriz de tensiones se deduce el esquema indicado en la Figura E6.1 a. 
Cálculo de las tensiones principales: 
a) Analíticamente, aplicando las ecuaciones (6.4.4) 

- - l0 °^ + - -84 kp/cm 2 

, —216 kp/cm 2 


ff, = -84 kp/cm 2 ; n, = -216 kp/cm 2 


b ) Gráficamente, mediante el círculo de Mohr (Fig. E6.1/>). 




Figura E6.1. 
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Cálculo de las direcciones principales. Vienen determinadas por los ángulos 0 que veri¬ 
fican (6.4.7) 


tg 2 0 = 



- n -y 


2-25-J3 
-100 + 200 



de donde 


20 = 40“ 40' => 0 = 20° 20' 


es decir: 


[ (l t = 20' 20' ; 0 2 = 110° 20' j 

Se representan gráficamente en la Figura E6.1c. 

2." La ecuación de la elipse de tensiones, referida a las direcciones principales, es 


21 fi¬ 


que se representa gráficamente en la Figura E6.lt*. 
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3. " Aplicando las leyes de Hooke. los alargamientos unitarios principales son 

e, =1 ( ff| = L— (-84 + 0,3-216)= -9.6-10~ 6 

E ~ 2-10 

»: 2 = ^ (<r a — /*«• ,) = 2^S (-216 + 0,3-84)= -95.4-10" h 
-1 0.3 

fi, = — /<(*, + ff * ) = rio i: (84 + 216) = 4,5■ 10 

[ e, = -9.6- I0~ h ; c 2 = -95.4-10 h : e 3 = 4,5-10~ ft J 

4. " La deformación transversal unitaria máxima es 



2 G 


siendo |r ináx | = = 108 kp/cm 2 . según se deduce del círculo de Mohr 

£ 2 - 10 6 


’(!+/<) 2(1 +0,3) 


= 7.7 • I0 5 kp/cm 2 


Luego: 


G*L- 


108 rad = , ..J 08 , „ 360° = 4-10 f 


2-7,7-10-' 2-7.7-10' -2n 




Figura E6.I d y e. 
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Como se trata de ángulos muy pequeños, la variación angular que experimenta la direc¬ 
ción a la que corresponde la deformación transversal máxima es precisamente igual a ésta 
(Fig. E6.1 d) 


\ 

2 

M = tg A 0 = -f - 

1 + c„ 


I 



Por tanto 

! A« = 4-I0' 3 ° I 


Las direcciones correspondientes coinciden con las bisectrices de los ejes principales I y 3. 
En este caso, la dirección principal que corresponde a la tensión principal mayor (<r = 0) es 
perpendicualr al plano director (Fig. E6.lt'). 

6.2. Un bloque metálico está sometido a un estado tcnsional plano. Kn un punto /', el vector tensión 
correspondiente a un plano perpendicular al plano director, como el indicado en la Figura F6.2 
tiene de módulo |it | =80 kp/cm 2 y forma con la normal un ángulo i = are tg 3/4. 

Sabiendo que este ángulo que forma el vector tensión correspondiente a un plano de los del 
ha/, de vértice P con su normal es máximo, se pide: 

1. " Cálcular los valores de las tensiones principales. 

2. " Ecuación analítica y dibujo de la elipse de tensiones. 

3. ” Deformación transversal unitaria máxima, en grados. 

4. " Hallar el valor de la dilatación cúbica unitaria. 

Datos: módulos de elasticidad: E = 2- I0 h kp/cm 2 ; G = 8-10 5 kp/cm 2 . 



Figura E6.2. 
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Las componentes intrínsecas del vector tensión sobre el plano considerado son: 


4 , 

a B = a eos x = 80- - = 64 kp/cm* 

x = a -sen a = 80 - = 48 kp/cm 2 

Estos valores nos permiten situar el punto D (64, 48) en el diagrama de Mohr, De la 
condición de ser máximo el ángulo x se deduce que la recta OD es tangente al círculo de Mohr, 
por lo que el centro C de dicho círculo, situado sobre el eje de abscisas, se obtendrá trazando 
por D una perpendicular a OD. 

Las tensiones principales valen: 

a, = OA + ÁC + CB = 64 + 48 tg a + 80 tg a = 160 kp/cm 2 
a 2 = OA + AC - CB = 64 + 48 tg a - 80 tg a = 40 kp/cm 2 


| IT, = 16 0 kp/cm 2 : n 2 = 40 kp/cm 2 | 

2.” La normal n forma con la dirección principal 1 (que tomaremos como eje x) un ángulo 
fí. cuya tangente tiene el valor 


lg« = 


AB 
AD' 


36 + 60 
48 


de donde 0 = 63° 30'. 

Con este valor podemos dibujar las direcciones principales (Fig. E6.2r). 

La elipse de tensiones, referida a las direcciones principales, tiene de ecuación 


160 2 40 2 


y su representación gráfica queda indicada en la misma Figura E6.2e. 

3." La deformación transversal unitaria máxima, según la ley de Hooke, es 


(l \ = W = 80 

\2 y ") mix 2 G 2 8 10 5 


5 10 


360 

rad = —— 10 
4 n 



4.” La dilatación cúbica unitaria 
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siendo /< el coeficiente de Poisson, cuyo valor se puede obtener a partir de los módulos de 
elasticidad E y G 


2(1 + /<) 


8 - 10 5 


- I = 0,25 


Luego 


i _ . 0 25 

--(160 + 40) = 0,5-10 

2 - 10 " 


e = -= 0,00005 

V 

6.3. En el interior de un sólido elástico existe un estado tensional plano superposición de los dos 
indicados en la Figura E6.3a, estando las tensiones expresadas en kp/mm 1 2 3 . Se pide calcular: 

1. ° Tensiones principales dando módulo, dirección y sentido de cada una de ellas. 

2. " La tensión correspondiente a un plano perpendicular al plano director cuya normal 
exterior forma un ángulo de 30° con el eje x, contado en sentido antihorario. 

3. ° La tensión correspondiente a un plano perpendicular al plano director que forma un 
ángulo de 30° con el correspondiente a la mayor tensión principal. 

4° La deformación transversal unitaria máxima, en grados, indicando la dirección a la que 
corresponde. 

Se tomará G = 8,3 • 10 5 kp/cm 2 . 

I." El primer estado tensional lo sustituimos por su equivalente girado 45°, deducido del 
círculo de Mohr (Fig. E6.36). 




240 ELASTICIDAD 



Figura E6.3¿>. 


Por el principio de superposición, el estado tensional resultante es el indicado en la Fi¬ 
gura E6.3c\ 

Las tensiones principales son: 



cuyas direcciones vienen dadas por: 

2r„ -6 

tg 20 =-2— = -—- = -0,75 => 261 = -36°52' 

a HX - a nr 6 + 2 
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de donde: 


0 , = - 18° 26' 

0 2 = o, + 90 = 71° 34' 


que se representan gráficamente en la misma Figura E6.3c. 

2." Sustituyendo los valores a BX = 6, a Hf = - 2. t V) , = — 3, 0 = 30° en las fórmulas (6.4.10) 
se obtienen las componentes intrínsecas del vector tensión correspondiente al plano consi¬ 
derado 


pTj = ~y~ + ~y~ \ ~ 3 = | ’- 42 kp/mm 2 | 

[T~| = -j- ^ + 3 ^ = | 4,96 kp/mm 2 | 


Se representan en la Figura E6.3 í/. 

La obtención gráfica del mismo resultado mediante el círculo de Mohr queda indicada en 
la Figura E6.3/ 



Figura E6.3d. 
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3.° Aplicando ahora las fórmulas (6.4.14), siendo a, = 7, a 2 = -3. 0 = 30°. se tiene 


3 7 + 31 


= 4,5 kp/mm’ 


^ ~ 1 4 - 33 k P/ mm2 


Se representan en la Figura E6.3t\ 

La resolución gráfica, utilizando el círculo de Mohr. se indica en la Figura E6.3 g. 



Figura K63e. 
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4." La deformación transversal unitaria máxima es 



<7. — a 2 7 + 3 , 

siendo: T miU = —-— = —-— = 5 kp/mnr 


G = 8,3 • 10 3 kp/mm* 


Sustituyendo valores, se obtiene 


2-8,3-10’ 



que se presenta en dos direcciones coincidentes con las bisectrices de las direcciones principa¬ 
les contenidas en el plano director. 


Una presa de gravedad de perfil triangular está construida mediante hormigón de peso específico 
5/2 y (y es el peso específico del agua), siendo su forma y dimensiones transversales las indicadas 
en la Figura E6.4.1.a solución de tensiones para este problema de deformación plana es conocida 


a nx = 
a„ = 



-yy 

\(X- 3y) 


I 

Coeficiente de Poisson /t = -. 

Módulo de elasticidad E. 

Se pide: 

1. » Representación gráfica de las fuerzas de superficie que debe ejercer el terreno sobre el 
lado AB , para que la solución indicada sea correcta. 

2. " Tensiones principales en todo punto de la sección. A partir de los círculos de Mohr, 
realizar la discusión de signos y valores extremos, indicando dónde se producen estos últimos. 

3. ” Componentes de la matriz de deformación. 

4. ° Componentes del vector corrimiento, sabiendo que en el entorno del origen O no se 
produce giro y que el punto A no experimenta ningún corrimiento. 

5. ° Representar de forma aproximada la deformada del lado AB. 
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O 



Figura E6.4«. 


1." Las fuerzas de superficie que ejerce el terreno sobre el lado AB tienen que ser tales que 
verifiquen las condiciones de contorno para la solución de tensiones dada. 

Como la ecuación del lado AB es y = h, y el vector unitario en sus puntos es u (0, I). se 
tiene 


-yy -yx 

¡°) 


1 -v. 

^ -yx j (x - 33 ) 



^ X - 3y 'l 


de donde: 


X = -yx ; y' = |(x-3j>) 


cuya representación gráfica se hace en las Figuras E6.4 b y E6.4c, respectivamente. 
2.” Como es un estado de deformación plana una tensión principal es <r„. 


K, + a ny) = \ |^-yy + \ 0* - 3.v) = ^ 


(x - 5 y) 



Figura E6.4 b y c. 
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Las otras dos se obtienen de la ecuación característica 


yy-a -yx 

-yx ^ (x - 3v) - a 


5y±y/n V 2 + ? - 2 : 


Veamos cuáles serían las tensiones principales en los puntos del contorno: 
— Lado OA (x = 0) 


(eje .v* = eje r) 


(eje y* = eje x) 


(eje = eje .v) 


En todos los puntos del lado OA y en todas las direcciones, el hormigón trabaja a 
compresión. Las direcciones principales coinciden con las del triedro de referencia, pero con la 
correspondencia que se ha señalado. 

Los valores máximos de las componentes intrínsecas del vector tensión se presentan en el 
punto A (O. h) 



= M = 1.5 yh 
3 5 



La tensión normal de máximo valor absoluto tiene la dirección del eje y, mientras que la 
tensión tangencial máxima se presente en los planos cuyas normales son las bisectrices de los 
ejes ■ e y de la referencia dada (Figura E6.4 í/). 
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Lado AB (y = h) 

a nx = — yh 
a. v = ^ (x - 3 h) 


a K -1 (x - 5/i) 


= — yx 


Las tensiones principales son: 


(x - 5/i) 


También en todos los puntos del lado AB el hormigón trabaja a compresión. Los valores 
máximos se presentan en el punto 6(/i./i). Las tensiones principales en este punto son: 


h — 5 h ± y /17 h 2 + h 2 — 2 Ir -4/i±4/r ^0 

a =--- y =- y = 

4 4 \ - 2 yh 


es decir: 


o m = | (/i - 5 h) = -0,5 yh 

(«, =o 

< a 2 = — 0,5 yh (eje y * = eje z) 
[a 3 = -2 yh 


Por tanto: 




ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL EN COORDENADAS CARTESIANAS 247 



Figura E6.4e. 


Lado OB(y = x) 


= -v y 
<r ny = -yy 


Las tensiones principales son: 


-4j’± Vl8 y 2 - 2 y 2 -4y j 4y _ /O 

4 V 4 y N,_ 2 y y 


n n-, = ^ 0’ - 5.V) = -0,5 yy 


es decir: 


C (T, = 0 

< a 2 = - 0,5 yy (eje y* = eje r) 
l a, = -2 yh 


En la Figura E6.4/’se dibujan las direcciones principales y las tensiones correspondientes a 
los puntos de contorno e interiores que se indican. 

De esta figura se deduce que en todos los puntos de la presa y en todas direcciones el hor¬ 
migón trabaja a compresión, salvo en los puntos del contorno OB en los que la tensión 
normal a la superficie libre es nula. 

El valor absoluto de la máxima tensión principal se alcanza en B 
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La tensión tangencial máxima también se alcanza en el punto B 

I = )'h | 

3." Aplicando las leyes de Hooke generalizadas obtenemos las deformaciones 

Sx = E + = t (l “ B) a »x ~ /<%] = - (3 y + x ) 

*- 32L 

I + /« 5-.. 

E y = ~p [(' ~ l*)« v ~ »«J - - (7 y - 3.v) 

/ 

e . = 0 

1- - x *r - 5 T *r 5 y 
2 7flr 2G 4£ “ 4£ * 

, = y y: = 0 

Por tanto, la matriz de deformación pedida será: 



/ 5 





1 - g (3v + .v) 

— 5.v 

0 


[D] = — 

J 4£ 

— 5.v 

- § ( ? >- - 3.x| 

°j 



l 0 

0 

0/ 
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4." Calculemos primeramente las componentes p „ p p. del vector - 
ecuaciones 2 


rot i5 aplicando las 


dp x 
d Py 
(lp. 

Como no se produce giro en el origen: 

C, = c 2 = c, = o 

Aplicando ahora el sistema (3.16.4), se tiene: 


= 0 
= 0 


5y 15y > 
4 £ + 32 £ > 


= c i 

= C' 2 
15 v 


25-/ 15 y 

32 £ X + 32 £ 


25y 
32 £ 

y + c 3 


du = e X dx + Q y xy - p : ^j dy + Q y„ + p^j dz 


5 r 


5 y 25 y 


</ " = '32£ (3V + V) dX + I ' r? v + WÍ * - 7TT- '') dy = 


15 y 


4 £ 32 £ 32 £ 




5)' , 15 y 15 y , 

U =-.X 2 -.XV -v 2 + C« 

64 £ 32 £ • 64 £ ‘ 4 


di' = ^ l X y + P^j dx + c y d y + Q y y . - p^j dz 


. f 5y 25y 15y \ J 

dl '-[-4E X -ñE X + Wé>) dx + 


35 y 15 y \ , 

32£ J+ 32£ 7 ^ 


65 y 15 y , , 35y 

— x d x + — { yd x+ x dy)-—ydy 


65 y , 15 y 

—- x 2 + —- 
64 £ 32 £ 


35 y 


+ c. 
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dw = í - y x: - p y } dx + (- y r - + p x ) dy + e . dz ; I ir = C 6 


Condiciones de contorno: S A = 0 en A (0, /i) 


i^ + c 4 = 0 => c 4 = I^ 

64 E 4 4 64 £ 

, - c,- 3 j* 

64 £ 5 64 £ 


El vector corrimiento es, por tanto: 


" = ~ 64 e ( ' v2 + 6 xy + 3 y 2 - 3 fc2 ) 

¿ | *’ = ” ¿E ( ‘3 v2 _ 6 Xy + 7 - 1 ’ 2 “ 7 /,2) 


5." El vector corrimiento para los puntos del lado AB del contorno de la presa se 
obtendrá particularizando las anteriores ecuaciones para y = h 


" = - ttt: (* 2 + 6 fcx) 
64 £ 


La deformada del lado AB respecto de la referencia dada se representa en la Figura E6.4</. 



Figura E6.4g. 
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6.5. Se considera una placa rectangular de pequeño espesor y peso despreciable, afectada de un 
sistema de fuerzas que crea en su contorno, de dimensiones la — 6 nt, Ib = 4 m, la distribución 
de tensiones indicada en la Figura E6.5a, es decir, el estado tensional en los puntos del contorno 
de la placa presenta las siguientes características: 


— Sobre los lados de longitud la la variación de las tensiones normales es lineal. 

— Sobre los lados de longitud Ib la variación de las tensiones normales es también lineal. 

— No existen tensiones tangenciales en todo el contorno. 


Se pide, tomando como sistema de referencia el constituido por los ejes de simetría de la 
placa: 

I." Ecuaciones analíticas de la distribución de tensiones dadas sobre el contorno de la placa. 
2° La función de Airy. 

3. ° La matriz de tensiones en un punto cualquiera de la placa. 

4. " Puntos singulares, señalando los neutros si los hubiere. 

5. " I.íneas isostáticas. 

6 . " Lincas isoclinas. 

7. " Lincas isóbaras. 

8 . ” Lincas de máxima tensión cortante. 


-2 ti 

(-3,2 )D 
240 ,« ’ 

) 


10 

A (3.2) 




Y *»/, 


O 


■* \-240 

(-3.-2) C ' 


r^d 

B (3,-2) 


-210 210 


NOTA: Las tensiones indicadas están expresadas en kp/cirr. 

Figura E6.5o. 

1“ Las leyes de las tensiones normales y tangenciales en los puntos del contorno de la 
placa son: 

a) En los lados AB y CD, la tensión nominal será de la forma 

a ».x = «o y + «i 
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siendo a 0 , dos Parámetros q ue determinaremos con las siguientes condiciones: 


— para y = 0 ; a nx = o 
para y = 2 ; <»” = 240 


a, =0 
«o = 120 


luego 



M En los lados DA y CB, la tensión normal será de la forma 


— para x = 0 ; a = 0 
para x = 3 ; ff nr = 2¡0 


a *r = A o -v + b, 

/>, = 0 
h 0 = 70 


luego 

| - 

1 = 70 x I 

da se expresa en me^roT Iens,0nes norm;,,e s v 'encn dadas en kp/cm 2 cuando la coordena- 

* - Av* + B x ‘y + Cxy 2 + D/ + Ex 2 + Fxy + Gy> 

Las tensiones a HX , a„ y y x serán 


d 2 <f> 

~ = 2 Cx + 6 Dy + 2 G 

P 2 tf> 

a *y ~ jp = 6 A * + 2 By + 2 £ 



-2 Av - 2 Cv - F 


Los valores de los parámetros A 
para el contorno 


G los determinaremos particularizando estas ecuaciones 


Para x = 3 
Para x = - 3 

Para y - 2 
Para y = —2 


ff « “ 6 C + 6 Dy + 2 G = 120 j> ] 
= -6 C + 6 Dy + 2 G = 120 y J 

<r„ y = 6 Ax + 4 B + 2 E = 70 x ) 

%■ = 6 Ax - 4 A + 2 £ = 70 x ( 


0 = 20; C = G = 0 


6 ’ 


A= £ = 0 
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De la expresión de la tensión tangencial 

i xy = — 2 Bx — 2 Cy — F = 0 => B=C=F= 0 

Obtenemos, pues, como función de Airy 


70 , 

— x 3 + 20 y 


3.” Una vez obtenida la función de Airy, se deduce inmediatamente la solución de 
tensiones: 


= 70 .v ; r = - —-J- = 0 
dxdy 


Por consiguiente, la matriz de tensiones pedida, es 


[7-] 



Se deduce de la forma de la matriz, válida para todo punto de la placa, que en todos ellos 
las direcciones principales son las determinadas por los ejes cartesianos de referencia y las 
tensiones principales son a„ x y <r liy . 

4." Al ser en todos los puntos de la placa x xy = 0. los puntos singulares vendrán definidos 
por la ecuación 


a «* = % => [ 12 y = 7 x | 

que representa una recta (Fig. E6.5/>). 

En el origen de coordenadas a BX = a„ r = 0. Por tanto, el origen es el único punto neutro. 



Figura E6.5é. 
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rectas paralelas a tacjacoordenado^ S ° n ^ ' aS líneaS lsos,áticas son dos familias de 

dieme" a f” '<»» ¡»s. át ¡c, s c„,respe- 

observa qu e ,a í„eaÍMC&’íS T°' <* & 


En I (T nx > a 

En II o nx < a n 



a 2 = ”ny 


o 2 = a nx 


Por tanto, en los puntos de la 
cambio brusco de dirección. 

6.° De la ecuación (6.7.5) 


recta de puntos singulares las líneas ¡sostáticas presentan un 


tg 20 = 



= k 


se desprende, al ser = 0 en todos los puntos, que 
k = 0^0 = 0; 0 = ÍJ. Coinciden con las isostáticas. 

7." Las isóbaras, dadas por (6.7.13). son 


las isociinas existen 


<r¡ = k, = 120 y \ 

<r 2 = k 2 = 70 .v j (enlazona, > 


y = *,/! 20 = cte ¡ 
.v = k 2 /70 = cte ¡ 


<r, = k\ = 70 .v ) 

<r 2 = k' 2 = 120 ;• J < en la z °" a ") 


•v = A’,/70 = cte _ 
y = A' 2 /120 = cte 


Son 

8 .° 


dos familias de rectas paralelas a los ejes. 
Las ecuaciones diferenciales de las líneas de 


Coinciden también con las isostáticas. 
máxima tensión cortante, según ( 6 . 7 . 9 ). son: 


dy 

-f=± I 

d.x 



Estas ecuaciones representan dos familias de 
gura t6.5<j. 


rectas, bisectrices de las líneas isostáticas (Fi- 
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6.6. Se tiene una placa de peso despreciable y dimensiones 8» x 40 cm sometida a un estado clástico 
bidiinensional. Se conocen las componentes de la matriz, de tensiones en los vértices A, /í, C,D, de 
la misma, que figuran en el siguiente cuadro: 



A (4,2) 

B( -4,2) 




38 

6 



<Vv 

0 

0 

0 

0 

T v 

-12 

- 12 

4 

4 


viniendo dadas dichas tensiones en kp/cm 2 cuando las coordenadas se expresan en decímetros. 


Sabiendo que tanto las tensiones normales como las tangenciales varían linealmente a lo 
largo de las aristas de la placa, se pide: 


1. " Hacer dos croquis con las distribuciones de tensiones normales y tangenciales en los 
bordes de la placa. 

2. ” Ver si existe una función de Airy de tipo polinómico. 

3. " Hallar la solución de tensiones en cualquier punto de la placa. 

4. " Hallar las isoclinas correspondientes a 10", 20", 30”, 40”, 50", 60°. 70", 80" y 90". 

5. " Posición de los puntos singulares, si los hay. 

6. " Ecuaciones de las isostáticas que sean rectas. 


1." El cuadro dado nos permite dibujar directamente las fuerzas de superficie que actúan 
sobre el contorno de la plana. En la Figura E6.6« se indican las correspondientes distribucio¬ 
nes de tensiones normales y de tensiones tangenciales. 
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Las ecuaciones analíticas de ambas distribuciones son: 


DA (x = 4) 
AB (y = 2) 
BC (x = -4) 
CD(y= -2) 


a nx = 6 y + 26 

«Vr-0 

a nx = 6y — 6 

(T ny = 0 


-4y-4 
r xy = -12 
r xy = -Ay-4 
r xy - 4 


2." Como las tensiones sobre el contorno son lineales, cabe esperar una función de Airy 
polinómica de tercer grado 

0 = Ax 3 + Bx 2 y + Cxy 2 + Dy 3 + Ex 2 + Fxy + Gy 2 

que por ser de tercer grado está asegurada la condición de biarmonicidad. 

La solución de tensiones que de ella se deriva es 


d 2 <b 

=-4 = 2 Cx + 


6 Dy + 2G 


= 6 Ax + 2 By + 2 E 


= - 2 Bx - 2 Cy - F 


habiendo supuesto nulas las fuerzas de masa por unidad de volumen. 

Existirá la función de Airy supuesta si particularizando estas ecuaciones para los puntos 
del contorno e identificando con las leyes encontradas anteriormente, el sistema de ecuaciones 
que se obtiene, cuyas incógnitas son los coeficientes, es compatible y determinado. 
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En los puntos del lado DA (x = 4) 

a nx = 8C + 6Dy + 2G s 6y + 26 => 0=1; 4C + G = 13 

r tt = -8B - 2Cy - F = -4y - 4 => C = 2 ; 8B + F = 4 

En los puntos del lado AB (y = 2) 

a v = 6Ax + 4 By + 2£ = 0 => A = 0 ; 2B + £ = 0 

r vv = -2B.X-4C- F= -12 => B = 0 ; 4C+F=I2 

En los puntos del lado BC (x = — 4) 

-8C + 6D.»’ + 2G = 6v- 6 => D=l; -4C + C=-3 

t, y = 8B - 2Cy - F = -4y — 4 => C = 2; XB-F=-4 

En los puntos del lado CD{y = -2) 

a„ = 6Ax - 4B + 2£ = O => A = O ; - 2B + £ = O 

r tv = - 2B.v + 4C - F = 4 => B = O ; 4C - F = 4 

Se obtiene la solución única 

A=B = 0; C = 2 ; 0=1: £ = 0: F = 4; G = 5 

Por tanto, existe función de Airy de tipo polinómico y ésta es: 

0 = 2xy 2 + y 3 + 4xy + 5y 2 | 

3." La expresión de las componentes de la matriz de tensiones en cualquier punto de la 
placa será 


4." La ecuación de las isoclinas es 




— 8 y - 8 
4x + 6y + 10 


es decir, las isoclinas constituyen una familia de rectas, como corresponde a un estado elástico 
bidimensional cuya función de Airy sea un polinomio de tercer grado 


2a 5a + 4 
3a + 4 ' 3 a + 4 
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Esta ecuación se puede poner en la forma 


y + 1 = 


-(.v + 1) = ni (.v + 

3« + 4 


U 


que representa un haz de rectas de vértice el punto P(— 1, — I) y coeficiente angular 
2a 

m =-. siendo a - tg 20 

3a + 4 


Para los valores dados de 0 se obtiene el parámetro m, cuyos valores figuran en el siguiente 
cuadro 

0° 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

a 0.364 0.839 1.732 5,671 -5.671 -1.732 - 0.839 - 0.364 0 

m -0,143 - 0.257 - 0,376 - 0.540 - 0.871 -2.896 1.131 0.250 0 

lo que nos permite representar fácilmente las isoclinas correspondientes a los valores de Ú 
indicados (Fig. E6.66). 

5." De la figura anterior se desprende que el punto P( — 1. - I) es un punto singular. 
Veamos cómo lo calculamos analíticamente. 

Los puntos singulares verifican 

f o hx = a Hy => 4.v + 6y + 10 = 0 

{ T(r = 0 =* -4y — 4 = 0 

sistema que admite la única solución x = - 1. y = - I. 

Por tanto, sólo hay un punto singular: P( — 1, - 1). y todas las isoclinas pasarán por él. 



Figura E6.6¿>. 
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6.° Las isostáticas rectas son aquellas isoclinas que forman un ángulo con el eje 0.v igual a 
su parámetro, es decir, aquellas cuya pendiente coincide con tg 0 


2 tg 20 
3 tg 20 + 4 


tg 0 


Expresando tg 20 en función de I) y sustituyendo, tenemos 
tg 0(2 tg 2 0 - 3 tg 0 - 4) = 0 


equivalente a: 


f tg 0 = 0 

{ 2 tg 2 0 - 3 tg 0 - 4 = 0 


tg 0 = 


3 ± y/41 y 2,35 
4 ^ -0.85 


Por tanto, existen tres isostáticas rectas, cuyas ecuaciones son: 

y + 1 = 0 

y + 1 = 2.35 (,v + I) 
y + 1 = - 0.85 (,v + I) 

6.7. El estado lensional de una placa poligonal de vértices A (2, O), fí (O, 4), C( 2, O), D( O, - 2), 
cuyas coordenadas vienen expresadas en metros, está definido por la función de Airy 

</> = 3a-' - xy 1 - 3y 3 + x 2 

Sabiendo que las tensiones que de ella se derivan vienen dadas en kp/cnr cuando las coordenadas 
se expresan en metros, se pide: 

1. " Comprobar que la función <f> es función de Airy. 

2. ” Representar en dos croquis las distribuciones correspondientes a las tensiones normales y 
tangenciales que actúan en los lados de la placa. 


I" La comprobación es trivial por tratarse de un polinomio de tercer grado que verifica 
idénticamente la condición de biarmonicidad 


, d* ó c* tf> 
A 2 0 = + 2 

ex 


tVtV rV 


= 0 


2." La solución de tensiones derivadas de la función de Airy dada: 


ey 

? 2 (¡> 


18 y 
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permite formar el siguiente cuadro en el que se recogen las componentes de la matriz de 
tensiones en los vértices de la placa 



A(2,0) 

B(0,4) 

C( — 2,0) 

D (0, - 2) 

<j hx 

-4 

-72 

4 

36 

a 

38 

2 

-34 

2 


0 

8 

0 

-4 


A partir de estos valores calculemos las componentes intrínsecas de los vectores tensión en 
los vértices, respecto de los planos coincidentes con las caras que limitan la placa 


I 3,4 

Normal a AB\ 0 = tí, = are tg - =* eos 20 = - : sen 2 tí = - 


a, = 17 - 21 - = 4.4 kp/cnr 


Normal a AD: 0 = —45° => sen 20 = - 1; eos 20 - 0 


= 17 kp/cm 2 
r =21 kp/cm 2 


Punto B 

Normal a BA : 0 = tí, 

<t„ = - 35 - 37 ^ + 8 ^ = - 50,8 kp/cm 2 
r = — 37 ^- 8 ^=— 34,4 kp/cm 2 
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Figura E6.7a. 


3 4 

Normal a BC: 0 = 180 - 0, => eos 20 = cos(-2 0,) = sen 20 = sen(-20,) = - - 

o n = -35 — 37 ^ — 8 ^ = - 63,6 kp/cm 2 
t = -37 ^-8 ^ = -24.8 kp/cm 2 

Punto C 

3 4 

Normal aCB: 0= 180 - 0, => eos 20 = - : sen 20= - - 

15 + 19 ^ = — 3,6 kp/cm 2 
19 ^ = - 15,2 kp/cm 2 
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Normal a CD: 0 = - 135° => eos 20 = 0; sen 20 = 1 


<x„ = - 15 kp/cm 2 
t =19 kp/cm 2 


Punto D 

Normal a DC: 0 = - 135” => eos 20 = 0: sen 20 = I 


a„ = 19 - 4 = 15 kp/cm 2 
t = 17 kp/cm 2 


Normal a DA: 0 = -45° ==• eos 20 = 0: sen 20= - I 

(rr„ = 19 + 4 = 23 kp/cm 2 
[r = - 17 kp/cm 2 

Con los valores obtenidos en los vértices para los planos que limitan la placa, y teniendo 
en cuenta que. según la solución de tensiones, la variación es lineal, se dibujan las distribucio¬ 
nes de tensiones normales y tangenciales en la Figura E6.7/>. 




Figura E6.7 b. 


6.8. Una placa rectangular de espesor constante tiene sus vértices en los puntos A (6, 4), B(6, 2), 
C( — 4, —2), D(-4, 4), estando las coordenadas expresadas en centímetros. La placa está 
sometida a un estado de tensión plana y las expresiones de las tensiones en los lados del contorno 
son las siguientes: 
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Lado AB: a„ = y 2 
Lado BC: er ny = x 2 
Lado CD: = y 1 

Lado AD: a„ = x 2 


36 

r«, = 12 y 

4 

= —4x 

16 

r xy = - 8 y 

16 

r v , = 8 x 


Se pide: 

1. ° Expresiones de las tensiones en un punto cualquiera de la placa. 

2. ° Coordenadas de los puntos singulares, si los hubiere. 

3. " Ecuaciones de las isostáticas rectas. 

4. " Ecuaciones de las dos familias de isostáticas y dibujarlas. 

|." Buscaremos una función de Airy de forma polinómica de cuarto grado 

</> = A.y 4 + Bx 3 y + Cx 2 y 2 + Dxy 3 + Ey* + Fx 3 + Gx 2 y + 

+ Hxy 2 + ly 3 + Jx 2 + Kxy + Ly 2 

La solución de tensiones que de ella se deriva es: 

+ 6 Dxy + 12 Ey 2 + 1 Hx + 6 ¡y + 2 L 
'■ + 6 Bxy + 2 Cy 2 + 6 Fx + 2 Gy + 2 J 
3 Bx 2 - 4 Cxy - 3 Dy 1 - 2 Gx - 2 tty - K 



Obtenemos los coeficientes particularizando estas ecuaciones para los bordes e identifican¬ 
do con las condiciones de contorno dadas. 



Figura E6.8a. 
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Lado AB (x = 6) 

(a„ = 72C + 36 Dy + 12£v 2 + 12 H + 6Iy + 2L= y 2 - 36 
{ x xy = - 108B - 24C>* -3 Dy 2 - \2G — 2Hy - K = 12 y 


12E = 1 ; 36D + 6/ = O ; 72C + 12 H + 2L= -36 
D = 0; — 24C — 2 W = 12 ; - 108 B - 12 G - K = O 


Lado BC (y = - 2) 

f a ny = 12A.v 2 - 12Bx + 8C + 6Fx - 4G + 2./ = x 2 - 4 
{t x> , = -3Bx 2 + 8Cx - 120 - 2Gx + 4W - K = -4x 

f 12A = I ; -I2B + 6F = 0; 8C - 4G + 2J = -4 j 
“*■ |B = O ; 8C — 2G = —4 ; - 120 + 4// - K = O J 


Lado CD(x = -4) 

j(T nx = 32C- 24Dy + 12 Ey 2 - 8 H + 6 ly + 2L= y 2 - 16 
j Txy = -48B+ 160-3 Dy 2 + SG — 2Hy - K = -8 y 

f 12 £ = I ; -24D + 6/ = 0 ; 32C - 8//+ 2L= - 16) 
^ { D = O ; 16C — 2 W = -8 ; -48B+8G-K = 0 j 


Lado DA (y = 4) 

f<T„, = 12Ax 2 + 24Bx + 32C + 6Fx + 8G + 2J = x 2 - 16 
|r XJ , = - 3 Bx 2 - 16Cx - 48 D - 2Gx - 8 H - K = 8x 

f 12A = 1 ; 24 B + 6 F = O ; 32 C + 8 G + 2 J = - 16) 

^ {B = O ; -16C-2G = 8 : -48D-8tf-K=0 J 

El sistema de ecuaciones formado por (1). (2), (3) y (4) es compatible y determinado. Se 
obtienen los valores de los coeficientes 


A=^\ B = O ; C=~; D = 0; £ = ^ ; F=G = H = I = J = K=L = 
por lo que la función de Airy existe y resulta ser: 


72 ~2 y 


Se comprueba que verifica la condición de biarmonicidad. 
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Las expresiones de las tensiones en un punto cualquiera de la placa son: 



2.° Los puntos singulares son aquellos en los que se verifique 


- -* 2 + y 2 = x 2 -y 2 

1 X xy = 0 =• 2xy = 0 

Se obtiene el sistema 



cuya única solución es x = 0; y = 0. Por tanto, existe un único punto singular que es el origen 
de coordenadas. 

| Punto singular: 0 (0 . 0) ] 

3." Las isostáticas rectas son aquellas isoclinas que forman un ángulo con el eje 0.x igual a 
su parámetro 


tg 



2 ig () _ 2 m 

1 - tg- 0 ~ 1 - m 2 


Existirán isostáticas rectas si haciendo y = mx + li en la expresión anterior la ecuación que 
se obtenga tiene solución 


2 xy _ 2 x(mx + /i) 
y 2 - x 2 ~ (mx + h) 2 - x 2 


2 m 

-r = F(x, m) 

1 - m 


Como esta función de x, m, es constante a lo largo de la isoclina, se ha de anular la 
derivada F x (x, m) 

F' x (.v, ni) = 0 => /i (m 2 x 2 + 2hmx + h 2 + .x 2 ) = 0 


Para h = 0 => y = mx 
Sustituyendo: 


mx 2 m 

(m 2 - l).x 2 1 - nr 


Se obtiene m = 0; m = 1; m = — 1, junto con .x = 0. 

Por tanto, las isostáticas rectas son los ejes coordenados y las bisectrices de los mismos 
| x = 0 ; >’ = 0; v=x; y = -x | 






266 ELASTICIDAD 


4." Las ecuaciones 


diferenciales de las líneas isostáticas. según (6.7.3) son: 


dy =+ /&z^y +l 

dx 2 X xy - V \ 2 T xy J 
Aplicando a nuestro caso, sustituyendo, tenemos: 

que se descompone en las dos ecuaciones siguientes 


dy x 2 - y 1 + x 2 + y _ x ^ y2 _ y 2 = c, 
dx 2xv y 


Por tanto, las isostáticas son dos familias de hipérbolas equiláteras, de asíntotas los ejes y 
las bisectrices de los mismos, respectivamente 

r " .v 2 - .v 2 = c7| 

isostáticas „ 

xy=C 2 

Para identificar la familia de hipérbolas correspondiente a la tensión ff, veremos previa¬ 
mente si existen puntos singulares. Si existen, se habrá de verificar en ellos 


a nx = ít„ 
= 0 


y- _ y* = .V* + \- 

2xr = 0 


x = 0; i’ = o 


El resultado indica que el origen es el único punto singular. 
Tomemos un punto cualquiera distinto del origen, por ejemplo. 


el P(0, 1). En este punto 


ct„, = I : 


es decir, la dirección del eje principal correspondiente a a, es paralela al eje x. 

Por consiguiente, la red de isostáticas, distinguiendo con trazo continuo la lamiha de laso, 
y con trazo discontinuo la correspondiente a las a 2 , es la dibujada en la Figura L6.80. 
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Las ¡sostáticas rectas encontradas anteriormente se obtienen también de la solución gene¬ 
ral, para C, = C, = 0. Se trata de cónicas degeneradas 

x 2 - y 2 = 0 => y = ±x 
xy = 0 => x = 0; y = 0 

6,9. En los vértices de una placa rectangular de 40 x 20 cm existen las tensiones que figuran en el 
siguiente cuadro: 




ff «r 

Txj 

A (20,10) 

900 

900 

1200 

«(20, - 10) 

- 900 

900 

1200 

C(-20,-10) 

- 900 

900 

1200 

«(-20,10) 

- 900 

900 

- 1200 


estando expresadas en kp/cin'. 

Se conocen, además: en los puntos medios de los lados del contorno de longitud 40 cm 
a¡¡ - -300 kp/cm 2 , y en los correspondientes a los lados de longitud 20 cm a„ x - - 1.200 
kp/cm 2 . 

Sabiendo que las leyes de tensiones normales sobre el contorno son parabólicas de 2.” grado y 
que las correspondientes a las tensiones tangenciales son lineales, se pide: 

1. " Dibujar las fuerzas de superficie sobre el contorno. 

2. » Determinar la función de Airy y la solución de tensiones que de ella se deduce. 

3. " Hallar los puntos singulares. ....... 

4. " Calcular la red de ¡sostáticas y representarlas gráficamente distinguiendo las dos tami- 
lias mediante trazos continuos o discontinuos, respectivamente. 


268 ELASTICIDAD 


I.- A la vista del cuadro dado y de los datos suplementarios que se indicari end 
enunciado se pueden dibujar las distribuciones de las fuerzas de superficie sobre el contorno. 
En las Figuras E6.9« y E6.9/> se indican las correspondientes a las fuerzas correspondientes 
las fuerzas normales y tangenciales, respectivamente. 

Las ecuaciones analíticas de ambas distribuciones se obtienen fácilmente 


í7 bi = 3y 2 - 1200 
a my = 3* 2 - 300 


x xr = ±60 x. para y = ± 10; x xy = ± 120 y, para x = ± 120 

2.° Ensayaremos como función de Airy un polinomio de cuarto g rado - P er ^ in ^™ n ° S 
c o y, de grado impar, a la vista de la simetría que presentan las fuerzas de superficie sobre 

ontorno 

<(> = A.y 4 + Bx 2 y 2 + Cy 4 


La solución de tensiones que de ella se deduce es: 


f a HX = 2 Bx 2 + 12 Cy 2 
J a nx = 12 Ax 2 + 2 By 2 
\x xy = -4 Bxy 

Determinemos los valores de los coeficientes imponiendo las condiciones de contorno. 
Para x = ±20: 

ff nx = 800 6+12 Cy 2 = ¡y 2 - 1200 => ' C = 4 
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Para y = ± 10: 

a = 12 Ax 1 + 200 B = 3 x 2 — 300 => A 
’ 4 

Sustituyendo el valor de B = — ^ en la expresión de x xy 

x xy = 6 xy 

vemos que verifica las condiciones dadas: 

Para y =+10: t = ±60x 
x = ±20: x x ,= ±\20y 

Por tanto, la función de Airy es: 



y se comprueba que verifica la condición de biarmonicidad. 
La solución de tensiones que de ella se deduce es: 



3." Los puntos singulares vienen dados por las soluciones del siguiente sistema de ecua¬ 
ciones 


K, = % - 3 v 2 - 3 x 2 = 3 .v 2 - 3 y 2 
1 Tv r = 0 =■ 6 xy = 0 

cuya única solución es y = ±x = 0. es decir, el único punto singular es el origen de coordena¬ 
das 

| 0(0.0) | 

4.° Las ecuaciones diferenciales de las dos familias de isostáticas son: 



Sustituyendo, se tiene: 


dy 6 .v~ - 6 y 2 // 6 y 2 - 6 x 2 V ~ .v 2 - y 2 ( r 2 + .y- x/y 

dx 12 xy ~y¡\ 12 xy ) 2 xy ~ 2 xy ^ -y/x 
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dy 

dx 

dy 

dx 


— => ydy - xdx = 0 => 
y 

— — => xdy + ydx = 0 => 



siendo c, y c 2 constantes de integración. 

Las isostáticas resultan ser dos familias de hipérbolas equiláteras. 
Se representan en la Figura E6.9<\ 



Figura E6.9c. 


6.10. Dada la presa de perfil triangular indicado en la Figura E6.10 se pide calcular a embalse 
totalmente vacío: 

1. " Función de Airy. 

2. " Expresión de las tensiones en un punto cualquiera de la presa. 

3. ° Ecuación de las líneas isostáticas. 

4. " Ecuación de las lincas isóbaras. 



Figura E6.10. 
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l.° A embalse totalmente vacío encontramos los valores de los coeficientes de la función 
de Airy particularizando las ecuaciones (6.15.13) para tg a, = 0; a 2 = a 


6 tg a ’ 

Por tanto, la función de Airv será 


b= -- ; 
2 


t -x 3 - t x 2 v 

6 tg a 2 


siendo y el peso específico del material de la presa. 

2" La solución de tensiones se obtiene de forma inmediata a partir de la función de Airy 


d 2 4> . 

G = ——r = 0 


I y y 

< a «> = ti = ;— x - y y - — (x - y tg a) 
’ ex' tg a tg a 

d 2 (f> 

txy = ~ dxdy = 7X 


3." Aplicando la ecuación general de las líneas isostáticas 


dy = _ 

dx 2 r xy - Vv 2 t ) 


+ 1 


dy x y tg 3 


dx 


2 x tg 3 2 x tg 3 


\/(x - y tg a) 2 + 4 X- tg 2 a 


De estas dos ecuaciones se deduce lo siguiente: 


a) Para x = 0: — = oo, es decir, el paramento coincidente con el eje y es una isostática. 

dy 

b) Para x = y tg 3: — = ± 1, es decir, en los puntos del paramento aguas abajo las 
isostáticas forman ángulos de 45° y —45° con el eje x. 


4." Al ser a = 0 la ecuación de las isóbaras se reduce a 
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de donde: 


Sustituyendo los valores de n ny y x xy en función de las coordenadas, obtenemos finalmente 

I 7 2 I * I 

y = 7 x 1 + — x - - ¡ 

[ k l g* y | 

que representa una familia de parábolas. 

6.11. Demostrar que la función de tensiones 

0 = cí(x l +y J )arc tg y ~ - xyj 

da la solución del problema elástico del medio semiinfinito indicado en la Figura K6.1I y sobre 
el que actúa una presión constante a un lado del origen. 


TTT 


Figura E6.ll. 


La función 0 dada resolverá el problema elástico del medio semiinfinito considerado si la 
tensión a„ y que de ella se deriva verifica las condiciones de contorno: 

j a ny ~ constante para 0 = n (x < 0) 

| a ny = 0 para 0 = 0 (x > 0) 

Se verifican, en efecto, ya que 


are tg : - 


x ¿ + y J 


y para: 

y = 0 ; x > 0 =» a Hy = 0 

)• = 0 ; x < 0 => a ny = C ■ 2n = - p 

Por tanto, queda demostrado que la función dada 0 es la función de Airy que resuelve el 
problema elástico del medio semiinfinito considerado. 

La presión constante que actúa a un lado del origen está relacionada con la constante C 
mediante la relación 


p = —2nC 



7 

Torsión 


7.1. Introducción 

La solución del problema elástico en una barra cilindrica de sección circular sometida a 
torsión pura fue dada por Coulomb en 1784. Posteriormente, en 1826. Navier intentó 
generalizar sus resultados a barras de sección recta arbitraria, haciendo la hipótesis de 
conservación de las secciones planas, es decir, admitiendo que los puntos de la barra 
contenidos en una sección recta antes de la deformación continuaban perteneciendo a un 
plano después de producida ésta. Admitir esta hipótesis era equivalente a decir que las 
secciones rectas no experimentan alabeo alguno. Esta hipótesis es análoga a la de Ber- 
nouillí en la flexión, pero así como, aun no siendo rigurosamente cierta, en la flexión 
conduce a fórmulas de una aproximación más que aceptable, en la teoría de la torsión 
introduce errores que la hacen inadmisible, como ya puso de manifiesto Cauchy en 1829. 

En este capítulo comenzaremos estudiando la torsión de barras cilindricas de sección 
recta circular o anular, mediante la solución del problema clástico correspondiente, para 
continuar con el de barras cilindricas de sección arbitraria. Es éste un ejemplo ilustrativo 
del planteamiento del problema elástico según se formule en desplazamientos, solución 
expuesta por Saint-Venant. o en tensiones, utilizando la función de tensiones de Prandtl. 

Como ejemplos de aplicación de la teoría de la torsión para barras cilindricas de 
sección arbitraria, consideraremos los casos de secciones: elíptica, triangular equilátera y 
rectangular, estudiando la distribución de tensiones en cada uno de ellos. 

Más adelante, de entre los numerosos métodos existentes para la resolución de las 
ecuaciones de la Elasticidad, expondremos en el Capítulo 10 el método de Ritz, basado en 
consideraciones energéticas, que es un método aproximado para la resolución del proble¬ 
ma elástico en torsión. 

7.2. Torsión en barras prismáticas de sección circular o anular 

Consideremos una barra prismática de longitud / y sección recta circular de radio R, 
sometida a momentos torsores Ai T de sentidos inversos aplicados en sus secciones extre¬ 
mas (Fig. 7.1). Admitiremos la hipótesis de Bernouillí de conservación de las secciones 
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Figura 7.1. 


rectas y que el efecto que produce el momento torsor es una rotación de una sección 
respecto de otra indefinidamente próxima alrededor del eje longitudinal del prisma, es 
decir, todos los puntos contenidos en un plano penpendicular al eje del prisma siguen 
perteneciendo al mismo plano después de la deformación. 

Llamaremos 0 al ángulo de torsión por unidad de longitud que, por razón de isotropía 
del material, es constante para todas las secciones del prisma. 

Con estas hipótesis, que pueden ser comprobadas experimenlalmcnte, es fácil expresar 
las componentes u, v, w del vector desplazamiento de un punto P (Fig. 7.2): 

m = 0 

v = - rOx eos a = - Oxz (7.2.1) 

w = rOx sen a = Oxy 


ya que r eos a = z; /• sen a = y. 

La simple observación de estas expresiones nos indica que la dilatación cúbica unitaria 
es nula 


du dv dw 

+ T" + -j- 

ox ay oz 


(7.2.2) 


es decir, en la barra no se produce variación de volumen. 



Figura 7.2. 
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A partir de las componentes del vector desplazamiento se obtienen las componentes de 
la matriz de tensiones aplicando las ecuaciones de Lamé 


'/.e + 2 Ge.. = 2G — = 0 
dy 


a„. = Xe + 2 Ge. = 2G — = 0 


cu o v 
dy dx 


= -GOz 


„ (dv dw\ n 

La matriz de tensiones será: 

( 0 -GOz G0y\ 
-GOz 0 0 

GOy 0 0 / 

Si 0P = r, la tensión tangencial en todo punto P 

t = y/tyy + T*. = G0 ^Jz 2 + y 2 = GOr 


(7.2.3) 


(7.2.4) 


(7.2.5) 


resulta ser proporcional a la distancia del punto P al centro de gravedad de la sección. 
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Como de la Figura 7.3 se deduce que 
a 

a - OP ; z = f, Tjj, 

el vector tensión r es perpendicular a la recta que une el punto P con el centro 0 de la 
sección. . 

La solución de tensiones (7.2.3) verifica idénticamente las ecuaciones de compatibili¬ 
dad, ya que hemos partido de los desplazamientos. Verifica también, idénticamente, las 
ecuaciones de equilibrio interno. En cuanto a las condiciones de contorno, fácilmente se 
comprueba que se verifican en los puntos de la superficie cilindrica (Fig. 7.4) 


r 

T *y 

T x . 


0 ^ 

/ t xj , sen •/ + z x: eos •/ \ 

Lvy 

0 

0 


sen y 

|- 

w 

0 

0 


\cos y) 

l 0 / 


y como 


y + x xy eos y = GO eos y 


resulta = 0. en todos los puntos de la superficie lateral. 

Para dar por resuelto el problema clástico nos queda por comprobar las condiciones 
de contorno en las bases, en las que a = ± 1; fi = 0; y = 0 (+ 1, en la base de la derecha; 
- 1, en la base de la izquierda). 

X = ±a nx = 0 

Y=±x xy =+G0z (7.27) 

Z= ±t x . = ± GOy 



Figura 7.4. 
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La solución de tensiones dada por la matriz (7.2.4) no queda invalidada si la solicita¬ 
ción aplicada en las secciones extremas no coincide exactamente con las fuerzas superficia¬ 
les dadas por estas ecuaciones, ya que, en virtud del principio de Saint-Venant, tal 
distribución de tensiones en secciones a partir de cierta distancia de las extremas, la 
produciría cualquier solicitación que fuera estáticamente equivalente a un par torsor M T . 
Cuanto más se ajustara la distribución de fuerzas superficiales a las dadas por las 
ecuaciones (7.2.7), menor será la distancia a las secciones extremas a partir de la cual será 
válida la solución de tensiones dada por la matriz (7.2.4). 

Nos interesa encontrar la relación existente entre el ángulo de torsión por unidad de 
longitud y el momento torsor M T . Para ello expresaremos que el momento resultante de 
las fuerzas engendradas por las tensiones tangenciales en cualquier sección es M T 


• 

1 

í* f 

£ 

M = 


X 

y 

Z 


Jn 

0 

-GOz 

GOy 


(7.2.8) 


= * G0jj n (y 2 + z 2 )dydz -j GOxtf a ydydz - £ GOxtf n zdydz = M t T 


De aquí se obtiene: 


f M t = GflfJ n O- 2 + z 2 )dydz = G01 o 
Uhydydz = 0 ; jjzdydz- 0 


siendo / 0 el momento de inercia polar de la sección respecto del centro de la sección 

l 0 = ( K 2nrr 2 dr= 1 ^ (7.2.10) 

" o 

Las dos últimas ecuaciones se verifican, ya que son los momentos estáticos de la 
sección respecto a ejes que pasan por el centro de gravedad. 

De la primera, se obtiene la relación que buscábamos entre 0 y M T 

o-^r ( 7 . 2 . 11 ) 

G/ 0 

y de aquí: 


Al producto Gl 0 . que depende exclusivamente del material de la barra y del radio 
de la misma, se le denomina rigidez a la torsión. Resulta ser igual al cociente entre el par 
torsor aplicado y el ángulo de torsión por unidad de longitud que dicho par produce en la 
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Sustituyendo la expresión de 9 dada por (7.2.11) en (7.2.5), obtenemos la ley de 
distribución de la tensión tangencial en la sección 



Si suponemos marcada en la superficie de la barra prismática una reticulación como la 
indicada en la Figura 7.5a, fácilmente deducimos mediante el círculo de Mohr (Fig. 7.5b) 
las tensiones y direcciones principales. 

Resulta por consiguiente, que las isostáticas son hélices que forman con el eje longitu¬ 
dinal de la barra un ángulo de 45° (Fig. 7.5c). Este resultado no solamente es válido para 
la superficie exterior de la barra, sino también para cualquier cilindro coaxial que sea 

interior. . .. 

Para materiales que presentan poca resistencia a la tracción, como es el caso aei 
hormigón, si la pieza va a ser sometida a torsión habrá que colocar armaduras helicoida¬ 
les a 45° con el eje de la pieza, en dirección de las tracciones, próximas a la superficie 
exterior, que es donde se van a producir las máximas tensiones de tracción, y uniforme¬ 
mente espaciadas. . , , 

Las componentes de la matriz de deformación se pueden obtener a partir de ios 

desplazamientos (7.2.1) aplicando las ecuaciones de definición. 

Si llamamos <p al ángulo de torsión, es decir, el ángulo girado por la sección de abscisa 
x respecto de la extrema correspondiente a x = 0, es fácil deducir cuál es la deformada e 
cualquier fibra longitudinal del prisma cilindrico de sección circular. 

En efecto, integrando la expresión del ángulo de torsión 


se tiene 


0 = 


dtp 


k ' 


siendo k una constante 


x = k<p + C 


(7.2.13) 


en donde C es una constante a determinar imponiendo las condiciones de contorno. 
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Pero esta expresión es la característica de una hélice cilindrica, cuyas ecuaciones 
paramétricas son (Fig. 7.6): 


Í x = r <p ■ tg a = ktp 
y = r eos cp 
z — rsen q> 

Por tanto, la deformada de toda fibra longitudinal de la barra es una hélice. 

En la construcción de máquinas se suelen utilizar barras de sección anular (Fig. 7.7) 
más que las de sección circular. Para barras prismáticas de sección anular sometidas a 
torsión sigue siendo válida la solución de tensiones dada por (7.2.4), y de análoga forma 
a como lo hemos hecho anteriormente en el caso de sección circular vemos que se 
verifican las ecuaciones de equilibrio interno y las ecuaciones de equilibrio en el contorno. 

En el caso de sección anular varía la rigidez de la pieza y, por tanto, la relación (7.2.11) 
entre el momento torsor M T y el ángulo de torsión por unidad de longitud. La expresión 
de / 0 es ahora 


¡o 


r*2 

2nr r dr = n 

Jr, 


- V 
2 



Figura 7.6. 



Figura 7.7. 


(7.2.14) 


7.3. Torsión de barras prismáticas de sección arbitraria. 

Método semi-inverso de Saint-Venant 

Consideremos una barra prismática de sección recta arbitraria, solicitada a torsión por 
dos pares M r de sentidos opuestos, aplicados en sus secciones extremas, de ejes coinciden¬ 
tes con el eje de la barra. Supondremos que son nulas las fuerzas másicas. 

Mediante una sencilla comprobación experimental se demuestra que en el caso de 
sección recta no circular, las secciones planas antes de aplicar los pares torsores no se 
mantienen planas después de la deformación, sino que se alabean. Se comprueba, en 
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efecto, que si se somete a torsión una pieza prismática de goma de sección cuadrada, en la 
que previamente se ha dibujado una retícula coincidiendo con lados de secciones rectas y 
paralelas al eje de la pieza (Fig. 7.8u), las secciones rectas inicialmente planas sufren un 
cierto alabeo (Fig. 7.8 b). 

Se atribuye a Saint-Venant un método para el cálculo de las tensiones que existen en la 
barra, así como las deformaciones que se producen en ella. Este método consiste en 
admitir que las componentes de la matriz de tensiones son nulas excepto x xy y t xz , en un 
sistema de referencia cuyo eje x tiene la dirección del eje longitudinal de la pieza. Las 
tensiones que se obtienen aplicando las ecuaciones de la Elasticidad representarán la 
solución del problema elástico si satisfacen todas las condiciones necesarias, ya que hemos 
visto anteriormente que en un problema de elasticidad la solución es única. 

Se denomina método semi-inverso porque consiste en suponer que ciertas tensiones son 
nulas, verificando a posteriori que se verifica esta hipótesis a la vez que se determinan las 
tensiones no nulas. 

En el estudio de la torsión de una barra prismática de sección arbitraria, Saint-Venant, 
para aplicar el método semi-inverso, como más adelante podremos comprobar, estableció 
las siguientes hipótesis: 

1. a La deformación de cualquier sección recta es un giro alrededor de un punto 0 

acompañado de una alabeo que es igual para todas las secciones. 

2. a El ángulo 0 girado por unidad de longitud es constante. 

En virtud de la primera hipótesis de ser el alabeo el mismo para todas las secciones, la 
componente u del vector desplazamiento de un punto de la barra prismática (Fig. 7.9a) 
será independiente de .x. Por tanto, si llamamos i ¡/ a la función de alabeo , podemos poner: 

u = 0i¡/(y,z) (7.3.1) 

Por otra parte, las otras dos componentes v y w, teniendo en cuenta la constancia del 
ángulo girado por unidad de longitud (Fig. 7.9/)), si OP = p, serán: 

v= -/>0xcosa = -í/.xz (732) 

w = pOx sen a = 0xy 



Figura 7.8. 
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Figura 7.9. 


Diremos, por ahora, que el punto O no tiene por que coincidir con el centro de 
gravedad G de la sección, a no ser que G sea centro de simetría de la misma. 

Conocidas las componentes del vector corrimiento, la obtención de las componentes 
de la matriz de deformación es inmediata 


.-H£ + £H •(£-) 




A partir de éstas se obtiene la matriz de tensiones aplicando las ecuaciones 

í • «GH “(B")l 


(dé 

m- G0 {i^ 
G0 vñ +y 


Comprobamos que los términos de la matriz de tensiones son nulos, excepto los 
correspondientes a t xy y z x; . . 

Podemos comprobar que la solución obtenida verifica las condiciones que requiere la 
solución del problema elástico. 
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En efecto, las ecuaciones de equilibrio interno se reducen a las siguientes: 


- = 0 ; 


0 ; 


= 0 


(7.3.5) 


Las dos últimas se verifican idénticamente, ya que tanto z xy como t„ no dependen 
de x. En cuanto a la primera ecuación, también se cumple si se considera una función de 
tensiones 4) (y, z) llamada función de Prandtl , tal que: 


( 14 > ( 14 ) 



(7.3.6) 


Podemos ver la condición que tiene que cumplir esta función de tensiones eliminando 
la función de alabeo entre las ecuaciones que resultan de sustituir en (7.3.6) las expresiones 
de z xy y t x; dadas por la matriz de tensiones 



Derivando la primera ecuación respecto a z, la segunda respecto a y, y sumando 
miembro a miembro, se tiene: 


(1 2 4> d 2 4> 

^ + ^1 = A4>= -2GÍ1 (7.3.7) 

es decir, la función de tensiones es tal que su laplaciana es constante en todos los puntos 
de la barra e igual a - 2 G0. 

Que la matriz de deformación, cuya componentes vienen dadas por las ecuacio¬ 
nes (7.3.3), verifican las condiciones de compatibilidad es evidente, ya que hemos partido 
de la solución de corrimientos. 

En cuanto a las condiciones de contorno, por ser éste libre (Fig. 7.10), se habrá de 
verificar: 


" 0 r„ T„- 


0 


"o" 

O 

O 


sen a 

= 

0 

O 

o 


eos a_ 


0_ 


x xy sen ¡x + 


eos a = 0 
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Figura 7.10. 

Como 

dz dy 

sen i = —— ; eos a = — 
ds ds 

teniendo en cuenta (7.3.6), resulta: 

,7.3.8, 

Oz ds uy ds ds 

Este resultado nos dice que la función de tensiones d) es independiente de la abscisa 
curvilínea s en el contorno de la sección, por lo que ha de tener un valor constante en 
todos los puntos del mismo. 

Si consideramos barras de sección recta llena, es decir, piezas cuya sección recta tiene 
un contorno simplemente conexo, esta constante puede ser elegida arbitrariamente, ya que 
para la resolución del problema elástico sólo nos interesan sus derivadas. Por consiguien¬ 
te, por simplicidad, consideraremos en lo que sigue que 

0 ) = 0 

en los puntos del contorno de la sección. 



Figura 7.11. 
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Finalmente, comprobemos que en cualquier sección recta la resultante de las fuerzas 
engendradas por las tensiones tangenciales t y z x: es nula, así como que el momento 
resultante respecto de O de dichas fuerzas es igual al momento torsor M T . 

En efecto, las componentes de la resultante son: 


íí 

Jí 


x xy Jydz = 
z x .dydz = 


M"*-° 


que se anulan ambas por ser <I> nula en el contorno, aunque también lo harían si O tuviera 
un valor constante en el mismo. 

Por otra parte, el momento ha de verificar: 


ff ff dQ> ff rXD 

M r = {z x: y - z xy z) í/Q = - -ydCl- — zdQ 

JJ S! JJn JJn 02 


(7.3.9) 


Integremos por partes estas dos últimas integrales teniendo en cuenta que, si se trata de 
secciones que sean recintos simplemente conexos, podemos considerar que la función de 
tensiones <I> se anula en los puntos del contorno, como hemos visto anteriormente. 



Sustituyendo en (7.3.9), se obtiene: 




C dy 

l-íí 

J>H-J 

<l>í/rj 

-íí. 


<h(y,z) dydz 


(7.3.10) 


Los resultados anteriores nos indican que es necesario que la laplaciana de la función 
de tensiones <1>, que nos resuelve el problema elástico de la torsión, sea constante en todos 
los puntos de la sección recta, y que el valor que toma dicha función en los puntos del 
contorno es también igual a una constante, que puede ser elegida arbitrariamente. 

Veamos otra relación de interés entre la tensión tangencial r y la función de ten¬ 
siones <I>. La tensión rse puede expresar así: 


+ t ... k 


k = -i x grad <J> 


(7.3.11) 
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Ahora bien, la función <I> representa una superficie o, mejor dicho, un casquete de 
superficie que se apoya en el contorno de la sección, ya que se anula en el citado 
contorno. 

Si cortamos el casquete por planos paralelos al plano de la sección se obtiene una se¬ 
rie de curvas que no son otra cosa que las líneas de nivel del campo escalar d> = <]> (y,z) 
(Fig. 7.13). 

Como el gradiante de la función es. en cualquier punto P de la sección, perpendicu¬ 
lar a la línea de nivel que pasa por él, y la tensión tangencial viene dada por (7.3.11), r 
resulta ser tangente a dicha curva de nivel. 

En cuanto al módulo de f, de la misma ecuación (7.3.11) se desprende: 

i- , </<I> 

r = |í .* grad <1>| = |grad d>| = — (7.3.12) 

es decir, el módulo de la tensión tangencial en un punto cualquiera de la sección es igual a 
la derivada de la función <I> en la dirección normal a la línea de nivel que pasa por él. 



Figura 7.13. 
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De lo anterior se deduce que dibujadas en el plano de la sección las curvas de nivel de 
la función de tensiones, la tensión tangencial creada en un determinado punto P por un 
momento torsor es tangente a la curva de nivel que pasa por él y su módulo será tanto 
mayor cuanto más próximas se encuentren entre sí las líneas de nivel. 

Conocida la función de tensiones <1>, o función de Prandtl, queda determinado el 
punto O alrededor del cual gira una sección respecto de la indefinidamente próxima. En 
efecto, la función d> = d> ( y,z ) toma su valor máximo en un punto para el cual 


d® 

8y 


0 



(7.3.13) 


Según (7.3.6), se anulan en dicho punto las tensiones r xy y z xz , por lo que este punto de 
la sección de la barra no está sometido a tensión alguna. Es el punto que hemos designado 
por O y que se denomina centro de torsión. Al lugar geométrico de los centros de torsión 
para todas las secciones de la barra prismática se le llama eje de torsión por ser la única 
fibra que no está sometida a solicitación alguna y, además, no sufre deformación. 

El cálculo del centro de torsión se hará imponiendo la condición de ser el único punto 
de la sección cuya tensión tangencial f es nula, es decir: 


= t = 0 


(7.3.14) 


Una observación importante hay que hacer respecto del origen del sistema de referen¬ 
cia, y es que si para el estudio de las tensiones es indiferente, no lo es para el estudio de las 
deformaciones. En este caso el origen tiene que ser el centro de torsión O de la base de la 
izquierda, que supondremos fija, pues sólo así se verificarán las fórmulas (7.3.1) y (7.3.2). 

De lo anterior podemos deducir que si la sección de la barra prismática carece de 
simetrías, el centro de torsión no coincide con el centro de gravedad. Si la sección tiene un 
eje de simetría, sobre él se encuentran ambos puntos, sin que se pueda afirmar que 
sean coincidentes. Solamente si la sección admite dos ejes de simetría, el centro de torsión 
coincide con el centro de gravedad. 

Podemos hacer algunas consideraciones sobre la función de alabeo De la primera 
ecuación (7.3.5) de equilibrio interno, derivando las expresiones de las tensiones dadas 
por (7.3.4) se tiene: 


dr xy , SX X¡ 
dy dz 




(7.3.15) 


Este resultado nos dice que la función de alabeo es una función armónica en todos los 
puntos de la sección. 

Para el cálculo de i/», podemos obtener las derivadas parciales respecto de las dos 
variables de las que depende, a partir de las expresiones de las tensiones en función de los 
desplazamientos. 
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T xy du d v 
G dy + d x 


dtp 

dy 


Oz 


d -* = ^ + z 
dy GO 


x xz du dw dtp n dé r„ 

-G-Tz + dí- e JÍ + By ~jí = Ge- y 


(7.3.16) 


De las expresiones obtenidas se deduce que la determinación de la función de alabeo ip 
se reduce, conocidas las tensiones, a la integración de la diferencial total 


dip = 


GO 


+z ' dy+ m 


(7.3.17) 


Nos puede interesar buscar la relación existente entre el momento torsor M T y el 
ángulo de torsión por unidad de longitud 0. 

Para ello, sustituyamos las expresiones de las tensiones que figuran en la matriz (7.3.4) 
en la expresión del momento torsor (7.3.9) 


■ íl 1 '-' - ■ íí. [”*(£ < * ’•) - "(8 - •')]*■ - 

Sí-5> 


(7.3.18) 


A la integral 


a319) 


se le denomina inercia torsional. 

Al cociente entre el par torsor aplicado y el ángulo de torsión por unidad de longitud, 
que es la relación que íbamos buscando. 


M t 

~f = GJ (7-3.20) 

se le denomina rigidez torsional. La rigidez torsional es, pues, el producto del módulo de 
elasticidad transversal G del material por la inercia torsional J. 

Observamos que la inercia torsional J es igual al momento de inercia polar / 0 de la 
sección respecto del centro de torsión 


J = (y 2 + z 2 )dQ = /, 


(7.3.21) 



288 ELASTICIDAD 


solamente cuando se anula el alabeo, esto es, cuando la sección recta es circular, como 
hemos visto en el epígrafe anterior. En tal caso, el centro de torsión coincide con el centro 
de gravedad de la sección. 

Veamos, como aplicación de lo expuesto, cómo podríamos resolver el cálculo de la 
distribución de tensiones en el caso de sección recta cuya ecuación analítica de la curva de 
su contorno fuera de la forma: 


f[y,z) = 0 

y tal que su laplaciana fuera constante 

A f(y,z) = constante 

En tal caso, comprobamos que cualquier función del tipo 


(7.3.22) 


(7.3.23) 


<D = Cf(y,z) (7.3.24) 

siendo C una constante, puede ser tomada como función de tensiones que nos resuelve el 
problema elástico de la torsión. 

En efecto, al ser nula la función <1> en los puntos del contorno: 

<I> = Cf(y, z) = 0 en el contorno (7.3.25) 


la constante C se determina teniendo en cuenta la ecuación que relaciona <1> y el momento 
torsor M t 


de donde: 


■íí 


<D (y, r) dy dz = 2 C f(y, z) dy dz 


íí 


C = 


M t 


íí»- 


) dy dz 


(7.3.26) 


Obtenida esta constante, el valor U del ángulo girado por unidad de longitud, en virtud 
de (7.3.7), será: 


de donde: 


Ad> = CA/(y, z) = -2 G 0 


0 = - 


CA/(y,z) 
2 G 


(7.3.27) 


7.4. Torsión de barras prismáticas de sección elíptica 

Sea una barra prismática de longitud /, de sección recta elíptica, cuyas longitudes de los 
semiejes son a y b (supondremos a > b ), sometida a torsión mediante pares torsores M T 
aplicados en sus secciones extremas. 
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Es éste un caso típico de los que se puede resolver el problema elástico de torsión 
aplicando lo expresado al final del epígrafe anterior, ya que la ecuación analítica del 
contorno 


(? + S -') =0 (7A1) 

se anula en los puntos del mismo y, además, su laplaciana es constante. 

2 2 

A fíy,z) = — + p = constante (7-4.2) 


La función de tensiones que resuelve el problema elástico en este caso es, según 
sabemos, de la forma 


<I>(y,z) = 




(7.4.3) 


siendo C una constante que determinaremos aplicando la ecuación (7.3.26) 


- Mj -_W,_ My 

+ *(£ + &-«») 

siendo l y e /, los momentos de inercia de la sección respecto de los ejes y y z, respectiva¬ 
mente, y Q el área de la misma. 

Como 


l y = 


nab 3 

~T~ 



fi = nab 


la constante C será: 


m t 

nab 


b2 4 ^ 

2 ~T 

w + 



(7.4.4) 


Sustituyendo esta expresión en (7.4.3) obtenemos la función de Prandtl 


<P = — 


Mj. 

nab 



(7.4.5) 
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Conocida la función de tensiones, la obtención de la solución de tensiones es inmediata 


d4> 2 M r 

Xxy ~dz~ nab 3 Z 

_ d® _ 2M t 
x= dy na 3 b * 


(7.4.6) 


El centro de torsión es. en este caso, el centro de la elipse que hemos tomado como 
origen del sistema cartesiano de referencia. 

Las tensiones tangenciales resultan ser funciones lineales de las coordenadas. Se repre¬ 
sentan en la Figura 7.14 para los puntos coincidentes con los ejes (Fig. 7.14«) y para los 
puntos de dos rectas que pasan por el origen (Fig. 7.14 b). 

Observamos que el cociente x x Jz xy es constante en todos los puntos de una recta OA 
cualquiera y que en todos ellos la tensión tangencial resultante, t, tiene dirección constan¬ 
te, paralela a la tangente en el punto A del contorno. 

La tensión tangencial máxima se produce en los extremos del eje menor: r, v en los 
puntos (0, ±b) 


^m.1x 


2 Mr 
nab 2 


(7.4.7) 


En estos puntos se anula la componente x„, por lo que la T m¡fl tiene la dirección del 
eje y. Se observa que la tensión máxima se produce en los puntos del contorno más 
cercanos al centro de torsión. 



Figura 7.14. 
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El valor del ángulo de torsión por unidad de longitud se obtiene de la expresión de la 
laplaciana de la función de tensiones 


A<D = C A/(y,z) = - 


M r (2 ^ 2 


nab \ a 2 b 2 


+ tt = —2G0 


es decir: 


9 = 


M T (a 2 + b 2 ) 
7i G a 3 b 3 


(7.4.8) 


De esta expresión se obtiene de forma inmediata las correspondientes a la rigidez 
lorsional 


GJ = 


M r nGa 3 b 3 


0 a 2 + b 2 


(7.4.9) 


y a la inercia torsional 


na 3 b 3 

J ~á r +T 2 


(7.4.10) 


A la misma expresión de J llegamos, evidentemente, aplicando (7.3.19). En efecto 


-íl 


a 2 -b 2 
a 2 + b 2 




l y + 


2 b 2 


a 2 + b 


2 /, 


la 2 ti ab 3 2 b 2 na 3 b na 3 b 3 
+ 


a 2 + b 2 4 


+ b 2 4 


a 2 + b 


habiendo sustituido las derivadas de la función de alabeo por las correspondientes expre¬ 
siones que obtendremos a continuación. 

Para el cálculo de la función de alabeo, despejamos sus derivadas de las expresiones de 
las tensiones que figuran en la matriz (7.3.4) 



(7.4.11) 
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De aquí obtenemos 

I dip _ 2 M r 2 a 2 b 2 — a 2 

8 y GOizab 3 a 2 + b 2 a 2 + b 2 

8 2M t _ 2 b 2 _¿> 2 -a 2 

~8z ~ GOna'b y ~ y ~ a 2 + b 2 y y ~ a 2 + b 2 


sistema de ecuaciones diferenciales equivalente a: 


di, 


b 2 — a 2 
a 2 + b 2 


z dy + 


b 2 — a 2 
a 2 + b 2 


y dz 


cuya integración es inmediata 


i> = 


b 2 - a 2 
a 2 + b 2 


yz + i, 0 


(7.4.13) 


(7.4.14) 


siendo ip 0 una constante de integración que se determina aplicando las condiciones de 
contorno. 

Como el origen es fijo, dado que es el centro de torsión, el valor de i/ 0 es cero. 

Por consiguiente, la función de alabeo es 


«A 


a 2 -- b 2 
a 2 + b 2 


yz 


(7.4.15) 



Figura 7.15. 
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Esta expresión nos indica que cualquier sección recta de la barra prismática, inicial¬ 
mente plana, se convierte por efecto de la torsión en un paraboloide hiperbólico. Las 
líneas de nivel de esta función escalar son hipérbolas equiláteras. 

Se representan en la Figura 7.15, en la que se han indicado con trazo continuo los 
puntos en los que la componente u del vector desplazamiento es positiva, es decir, el 
alabeo de la sección se produce en sentido hacia el lector. Con los puntos discontinuos 
indicamos que el alabeo se produce en sentido negativo. 

Una vez conocidos el ángulo de torsión por unidad de longitud y la función de alabeo, 
queda determinada la solución de desplazamientos. 


„ , , . M T (a 2 - b 2 ) 

U = Oi¡/(y,z) = — nGa¡b3 yz 


v = — 0 xz = 


M T (a 2 + b 2 ) 
n G a 3 h 3 


M r (a 2 + b 2 ) 

W = dxy= rcG?b>- Xy 


(7.4.16) 


7.5. Torsión de barras prismáticas de sección triangular equilátera 

Consideremos una barra prismática cuya sección recta es un triángulo equilátero, someti¬ 
da a tensión mediante la aplicación de sendos pares M r aplicados en sus secciones 
extremas. 

Por el centro de gravedad de la sección pasan los tres ejes de simetría, de lo que se 
deduce que en este caso el centro de torsión O coincide con el centro de gravedad. 

Podríamos pensar que la función de Prandtl es igual al producto de una constante por 
las ecuaciones de las rectas en las que están contenidos los lados del contorno (Fig. 7.16) 

<t> = C(z - fíy + 2a) (z + yfhy + 2 a)(z -a) (7.5.1) 

Esta función es la función de tensiones que nos resuelve el problema elástico, ya que 
cumple todas las condiciones para serlo. En efecto, es evidente que se anula en los puntos 
del contorno y. además, su laplaciana es constante. 

Ad> = CA(z 3 + 3a z 2 - 3 y 2 z - 4a 3 + 3 ay 2 ) = 12 Ca (7.5.2) 

Como A4> = 12Ca = -2G0 (7.5.3) 

La función de Prandtl que estamos considerando es: 

O = - ^ (z - yfiy + 2a)(z + y/3 y + 2 a)(z - a) 


(7.5.4) 
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La solución de tensiones que de ella se deriva es 

¿«D Gfí , „ - 

r= — = - — (z 2 + 2az - r) 


(7.5.5) 


d<t> Gfl 

= - — =-(z - a) y 

o y a 


(7.5.6) 


Se observa que en los puntos del eje z(y = 0) se anula la componente t x ., reduciéndose 
la tensión tangencial a 




(7.5.7) 


por lo que la distribución de r xy en esos puntos sigue una ley parabólica, de la forma 
indicada en la Figura 7.17a. 




Figura 7.17. 
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Por razón de simetría, serán iguales a esta distribución de tensiones las correspondien¬ 
tes a los otros dos ejes de simetría de la sección (Fig. 7.176). 

El valor de T más se presenta en los puntos medios de los lados de la sección 


W = ^ GO 


(7.5.8) 


La solución de tensiones estará determinada cuando se conozca 0. El ángulo de 
torsión por unidad de longitud se puede obtener aplicando la relación (7.3.10) entre el 
momento torsor y la función de Prandtl. 

Af r = 2 JJ - ^ (z - y/3 y + 2a) (z + y/3 y + 2a)(z - a)dydz = G0a A (7.5.9) 
Obtenemos así la expresión de 0 


5 M 

y/3 Ga‘ 


siendo a un tercio de la altura del triángulo equilátero. 

Esta misma expresión nos permite determinar la rigidez torsional 

M t 9 y/3 G a* 

GJ = ~Ó-~ 5 


así como la inercia torsional 


J = 


9 y/3 a* 
5 


(7.5.10) 


(7.5.11) 


(7.5.12) 


Es fácil ver que en el caso que estamos estudiando de sección recta triangular equiláte¬ 
ra, el momento de inercia polar de la sección respecto del centro de torsión es 



296 ELASTICIDAD 


Y como /. = Iy, ya que la elipse de inercia es una circunferencia por tener tres ejes, los 
de simetría, que respecto de ellos los momentos de inercia correspondientes tienen el 
mismo valor: 


/ 0 = / y + / 2 = 2 /. = 3 v /3 a 4 
la inercia torsional se puede poner en la forma: 

/-§/„ (7-5.13) 

Para el cálculo de la función de alabeo despejamos sus derivadas de las expresiones 
de las tensiones que figuran en la matriz (7.3.4), teniendo en cuenta que son iguales a 
las (7.5.5) y (7.5.6), respectivamente 



De aquí obtenemos 


dtp 

JJ’ 

¿Up 

dz 



(7.5.14) 


sistema de ecuaciones diferenciales equivalente a 


d\¡/ = - (z 1 - y 1 ) dy - - zy, 

2a a 


(7.5.15) 


cuya integración nos conduce a 




3 z 2 y — 
6 a 


+ C 


(7.5.16) 


siendo C una constante de integración que resulta ser nula, ya que el alabeo es nulo en el 
origen por ser éste el centro de torsión. 
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Finalmente, aplicando (7.3.1) y (7.3.2) obtenemos las componentes del vector desplaza¬ 
miento. 


u = 0i¡/{y,z) 


5 M T 3 z 2 y- y 3 
9 s fiGa 4 


5 Ai r 

v = -Oxz= -7=- xz = 

9730a 4 

5 M t 5 M T 

w = Ox y = —/= xy = - v .v 

9./3Ga 4 3C/ 0 


5M t 

6a 18 G a 7 ( 

5 M t 
3GI n XZ 


(3z 2 y-y 3 ) 


(7.5.17) 


La expresión de la primera componente se puede poner en la forma 
5 M T 


18 G 


y^z + - y) 


(7.5.18) 


De esta expresión se deduce que el alabeo es nulo en los puntos de los ejes de simetría. 
Dichos ejes determinan seis zonas en las que, alternativamente, la superficie alabeada de la 
sección es cóncava (-) y convexa ( + ). En la Figura 7.18 se representan las líneas de nivel 
de la función de alabeo, indicando con trazo continuo las que corresponden a la compo¬ 
nente u positiva (superficie convexa) y con trazo discontinuo en las zonas en las que u es 
negativa (superficie cóncava). 



Figura 7.18. 
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7.6. Torsión de barras prismáticas de sección rectangular 


Consideremos ahora una barra prismática de sección recta rectangular de lados a y b 
sometida a torsión pura mediante la aplicación de sendos pares torsores M r aplicados en 
sus secciones extremas. Tomaremos como ejes del sistema de referencia los coincidentes 
con el eje de simetría de la sección (Fig. 7.19). En este caso el origen de coordenadas es el 
centro de torsión, ya que es centro de simetría. 

Para resolver el problema elástico, como ya hemos visto anteriormente, se trata de 
buscar una función <J>(y,z) que satisfaga la ecuación 


e 2 <I> 

d. 7 


¿ 2 <1> 

dz 2 


-2G0 


(7.6.1) 


que pondremos en la forma 


*= i 

n= 1 . 3 . 5 ... 


Z„ eos 


n n y 
6 


(7.6.2) 


en donde Z„ = f(z ) es función exclusivamente de z. 

Esta serie satisface la condición de simetría respecto al eje z, ya que la función <1> debe 
tomar el mismo valor en dos puntos simétricos respecto a los ejes y y z. En efecto, si no 
verificaran esta condición las tensiones z no estarían dispuestas simétricamente con rela¬ 
ción a los ejes de simetría, que hemos tomado como ejes coordenados. 

Se observa que <1> se anula en los puntos del contorno y = ±~. 

Por otra parte, para - íj < y < ^ se tiene la identidad. 


1 = 


I (-1M 1 

1 . 3 . 5 ... 


4 

— eos 

MI 


nny 

~b~ 


(7.6.3) 


o/2 


o/2 


b !2 


bn 


Figura 7.19. 
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Como 


d 2 <\> 

dy 2 


i 

n= 1 . 3 . 5 ... 


Z„ COS 


d 2 4> 
dz 2 


I 



nny 

~b~ 


en virtud de (7.6.3) podemos poner 


2 GO 


* -I 8 GO 

y (-Di — eos 
1..W. rnI 


nny 

~b~ 


Sustituyendo en la ecuación (7.6.1) que expresa la condición que tiene que verificar la 
laplaciana de la función de tensiones, se tiene 




Z.+ 

n n 


= 0 


(7.6.4) 


Para que se verifique esta ecuación habrá que elegir las funciones Z„, de tal forma que 
se anulen los coeficientes de eos ——, para todo valor de n, es decir, se tendrá que 
verificar 


d 2 Z„ 
dz 2 


i 2 Jt 2 

h 2 


1 ) 2 


8 GO 
n n 


(7.6.5) 


que representa un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas totales, no homogé¬ 
neas, cuya solución general de cada una de ellas es: 


7 r u nn > r u nn 8 GOb 2 

z n = C,sh — z + C 2 ch — Z + (- 1) 2 — 

b b n-’n 3 


(7.6.6) 


siendo C, y C 2 constantes de integración que se determinarán aplicando las condiciones 
de contorno. 

Así, la simetría de la superficie alabeada de la sección recta, después de deformada por 
la torsión, respecto del centro de torsión O exige que la constante C, sea nula. 

Anteriormente hemos visto que la función <l> se anulaba en los puntos del contorno 
que pertenecen a las rectas y = ±6/2. Pues bien, tomaremos la constante C 2 de tal forma 
que la función Z„ se anule en los puntos pertenecientes a las dos rectas z = ±a/2, que 
contienen a los otros dos lados del contorno. De esta forma se asegura la nulidad de la 
función de tensiones O en todos los puntos del contorno. 
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-±! 8 GOb 2 

C 2 = -(-1) 2 - 

n 3 7r 3 ch - 


(7.6.7) 


Por consiguiente, la expresión de Z„ será: 


í± 1 SGfíb 2 
Z n = I- 1) 2 - j-y- 


I — 


1- 

. nna 

\ Ch ^ 


(7.6.8) 


y la correspondiente a la función d> 
8 GOb 1 * 


nnz \ 


<D = 


. ,L."' U ? 1 


b I 


(7.6.9) 


serie que es uniformemente convergente en el dominio 


b b a a 

-< y < - ;- 

•> ? 2 2 


Una vez obtenida la función de tensiones la determinación de las tensiones es in¬ 
mediata. 


, nnz nny 
sh —— eos —— 

<1<D 8 GOb ' ,«±i 1 b b 

— =-— X (-•> 2 —i - 


dz 


¡ = 1.3.5.. 


ch 


nna 

~2ÍT 


(7.6.1 


Í0> 8 GOb * szi 1 

~Z = -2 X (— 1) 2 —2 1 — - 

3y rt 2 n = i7j,5... » 2 


nny 


2b 


Saint-Venant demostró que la tensión tangencial máxima se produce en los puntos 
medios de los lados del contorno de mayor longitud. 
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Si hacemos la hipótesis b < a, la tensión tangencial máxima se presenta en los puntos: 
b 

)’=+-; z = 0, en los cuales se anula la componente x xy . Su expresión será: 


r _ 8 GÜb 


I i 


, nna 

\ ~2r, 


y teniendo en cuenta que £ ^ = — queda: 

«=1,3.5... n 8 


tmd* = GOb [ 1 X 


Si hacemos 


*.-1-3 I 


«=1.3.5... 2 


n ch 


(7.6.11) 


(7.6.12) 


(7.6.13) 


se tendrá 


Tnulx = kjGbü 


(7.6.14) 


expresión más cómoda, ya que podemos tabular el valor de la constante /c, en función del 
valor de la relación a/b, relación que será siempre un valor mayor que la unidad, ya que 
esta expresión es válida para a ^ b. 

La función de tensiones d> la hemos obtenido en función de 0 , ángulo de torsión por 
unidad de longitud. Para que quede determinada será necesario hallar la expresión de 0 en 
función de los datos. Para ello aplicaremos la ecuación (7.3.10) que relaciona la función <1> 
con el momento torsor M r . 


f r = 2Í[ 

JJn 


(PcJydz = 2 




í 

b a 

1 ch «£\ 

3 

16 GOb 2 * 

l(-D * 

¡2 nny f j 1 

j . c ° s —■'J'j.-i 

í, b ’ 

1 *) 

* 3 I-U3.S... I 

1 ” 3 . 

, nna , 

l ch T¿rj 


32 G0b 3 a * 1 64 G6b 4 * 1 nna 

* 4 n = Cs.s... « 4 * 5 ¡ = ¿5... » 5 Ul 
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y teniendo en cuenta que 


I 


l_ = n* 
n 4 96 


queda como expresión del momento M T la siguiente 


G0b 3 a f t 192 b 

T ~ 3 V * 5 a 


I 

I * 1 , 3 . 5 ... 


1 nna 
— th —- 
n 5 2b 


Si hacemos 


fc 2 "3 


192 b * 1 . «ttíA 

^í 5 ,h ~ñ) 


(7.6.15) 


(7.6.16) 


se puede expresar el ángulo de torsión por unidad de longitud en la forma 


0 = 


Míi 

Gb 3 a 


(7.6.17) 


Sustituyendo esta expresión en la (7.6.14) obtenemos: 


i r'i k 2 M T _ k t k 2 M T _ k 3 M T 

T^-ktGb Gfc 3 a - b2(¡ b2(¡ 


(7.6.18) 


siendo k 3 = k y -k 2 . 

Los valores de las constantes k y , k 2 y k 3 figuran en la Tabla 7.1, según los valores que 
tome la relación a/b. 

Esta tabla nos permite obtener las expresiones correspondientes a la tensión máxima y 
ángulo de torsión por unidad de longitud en algunos casos particulares. 

Si se trata de una sección cuadrada (Fig. 7.20): 


k 3 M t 4,80 M t 
X mi * ~ b 2 a ~ a 3 

t max 4,80 M t 7,11 M T 
fe, Gb 0,675 Ga* 


(7.6.19) 


Ga‘ 


(7.6.20) 
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EJERCICIOS 

En una barra prismática de sección circular de radio R, sometida a torsión mediante la aplicación 
en sus secciones extremas de pares torsores Mj, se pide: 

1. " Calcular las máximas tensiones normales y tangenciales en la barra. 

2. ” Determinar las direcciones principales en la fibra longitudinal periférica 


|> = o 

\z = R 
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Las tensiones principales, ordenadas de mayor a menor, serán: 


2 Mi 
n R A 


Los valores máximos pedidos de presentación en los puntos correspondientes a r = R, 
decir, en los puntos del contorno. 


2 Aí r o-, - <Tj 2 M r 

—T ; = —— = 


2." Considerando un entorno de los puntos de la fibra {y = 0; z = R\ se obtienen las 
direcciones principales en esos puntos, de forma inmediata, mediante el círculo de Mohr 
(Fig. E7.I< ). 




Respecto de la referencia adoptada, las direcciones principales vienen definidas por los 
vectores unitarios: 


^(T-7); 


= k : 


^ (7 + 7 ) 


que corresponden a planos que forman 45° con el eje x y son perpendiculares al plano 
tangente (que a su vez su normal corresponde a la segunda dirección principal). 


7 2. Una barra prismática tubular de radios: interior R, y exterior R 2 , está sometida a torsión 
mediante la aplicación de pares torsores A/ r en sus secciones extremas. Se conoce el módulo de 
elasticidad transversal, G, del material de la barra, así como la tensión tangencial admisible T ad , n . 
Se pide: 

1. ” Matriz de tensiones. 

2. " Calcular el ángulo de torsión por unidad de longitud. 

3. a Demostrar que para un área dada de la sección recta, el momento torsor máximo 
aumenta con el radio interior R,. 
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I" Sabemos que en una barra prismática de sección circular o tubular, sometida a 
torsión, las componentes de la matriz de tensiones, respecto del sistema de referencia indicado 
en la Figura El.2. son: 


a nx = a ny = o az = 0 

[ r >r = —GOz ; t x - = Gfíy ; r r . = 0 


= yjtly + xj¡. = Gilr = -y- r 
M r A/, 

r "~-77 r: t «=t: 


60 = : = ^ 


La matriz de tensiones pedida, teniendo en cuenta que el momento de inercia polar /„ de la 

7i(Ri - R?) 

sección respecto al centro tiene por expresión /„ =---. será: 


m = 


0 

2 M, 


n(Rt - R?) 
2 M r 


n(Ri-Rl) zr(RT — Rt) 
0 0 


7i(R 2 — R i) 


2." La expresión del ángulo de torsión por unidad de longitud. 0. en función de los datos, 
según (7.2.11). será: 


: Mr 


GI 0 Git{R2 - Rt) 
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3." Sabemos que la tensión tangencial alcanza su valor máximo en los puntos periféricos, 
es decir, para r = R 2 . Deberá ser menor que la tensión tangencial admisible 

M t 

InU, = T 1 R 2 ^ T adm 
'O 

lo que nos indica que el momento torsor M T habrá de verificar la inecuación 



por lo que la expresión del momento torsor que se puede aplicar al prisma tubular será 


T adm ' I o 


Como 


, _n(Rt-RÍ) n(Rl - R*)(Rj + Rf) Sl{R¡ + R 2 ) 
0 2 2 ~ 2 

siendo SI = nlRj - R 2 ¡) el área de la sección recta. 

Despejando R 2 de esta expresión 


«2 



SI + itR f 


y sustituyendo en la expresión del momento torsor máximo tenemos 


M j mí» — 



+ 2n R]) 
2 yfñ y/S2 + nRf 


o lo que es lo mismo 

fZ l2 _ Ú m S2 2 (Sl + 2a Rf) 2 
(MTaiJ ~~4„<S2 + nRt) 


expresión que nos demuestra que el momento torsor máximo aumenta con el radio inte¬ 
rior R,, c.q.d. 

7J. Se consideran dos ejes del mismo material: uno de sección elíptica cuya longitud del eje mayor es 
doble de la correspondiente al eje menor; otro de sección circular de radio R. La tensión 
tangencial admisible es r adm . 
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1. " Hallar la relación entre los momentos torsores a los que se pueden someter ambos ejes 
en los siguientes casos: 

a) El radio de la sección circular es igual al semieje mayor de la sección elíptica. 

b) El radio de la sección circular es igual al semieje menor de la sección elíptica. 

2. " Calcular la relación entre los ángulos de torsión por unidad de longitud en los dos casos 
del apartado anterior cuando el par torsor en ambas barras es el mismo. 


I.” Sabemos que la tensión tangencial máxima en una sección elíptica se produce en los 
extremos del eje menor. 



l-'igura E7.3. 



Tomaremos un sistema de referencia (Fig. E7.3) tal que la ecuación del contorno de la 
sección elíptica sea 


+ 7 ; = I . siendo a = 2b 
ir b ¿ 


El momento torsor máximo al que se puede someter cada uno de los dos ejes que se 
consideran se calcula mediante la ecuación (7.4.7) para la sección elíptica y la (7.2.12). particu¬ 
larizada para los puntos periféricos, para la sección circular. 

a) En el caso que R = a 


Mr, 

nab 2 


2 M Tl 


M r¡ m á, = nab 2 x adm 
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Dividiendo miembro a miembro las dos últimas ecuaciones, teniendo en cuenta que b = -, 
tenemos: 


A/ r , 

nab 2 t M , m 2 b 2 1 

rr 

A/rlnu.. 

- 

II 

2 


~2 



b) Si R = b, análogamente, tendremos: 

M T¡mix = nab 2 T adm 



Dividiendo miembro a miembro: 


M r¡ mdx 

n ah 2 r jdin 2a HH 

m, 2 „ iíx 

^ T , h "II 


2." Las expresiones de los ángulos de torsión en las secciones elíptica y circular vienen 
dadas por (7.4.8) y (7.2.11), respectivamente. 

g = Mrlr + fr’l . () = Mr = 2 M r 

1 nGa 3 b 3 ' 2 Gl„ itGR 4 


Las relaciones pedidas serán: 
a) Si R = a 


b ) Si R = h 


M T (a 2 + h 2 ) 
0 1 nGa 3 b 3 

ÍL = 2 M, 

nG a* 


a {a 2 + b 2 ) 
2 h 3 


=0 



A/ r (« 2 + b 1 ) 


[ °i I 

nGa 3 b 3 b(a 2 + b 2 ) 

[XI 

t r 

2M r 2 a 3 

16 


nGb 4 

1 - 1 


Una barra prismática de sección elíptica de longitudes de semiejes a - 40 cm; b = 20 cm, 
longitud L = 4 m, está sometida a torsión pura. El ángulo de torsión que se produce entre las 
secciones extremas es de 0=6,092-10 ' rad y el módulo de elasticidad transversal es 
G = 0,8- I0 J MPa. Se pide: 
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1. ° Calcular en m-t el momento torsor a que está sometida la barra. 

2. ” Hallar el valor de la inercia torsional. 

3. ” Si simultáneamente con el momento torsor actúa un esfuerzo normal N, calcular el valor 
máximo que puede alcanzar éste con la condición que la tensión principal en el punto B de la 
sección media indicada en la Figura E7.4a no supere el valor de 120 MPa. 




1." Sabemos que la función de Prandtl que resuelve el problema elástico de una barra 
prismática de sección elíptica sometida a torsión es 


De la condición que tiene que verificar su laplaciana 


,' 2 <|> ¿ l 2 <|> 

—y + — = —2GU 


obtenemos el valor de la constante C 




Gtía 2 b 2 
a 2 + b 2 


Sustituyendo valores se obtiene 


0,8.1o" 1 ——^ 4 1 ° J .Q,4 2 ■ Q,2 2 
C = 0.4 2 + 0.2 2 


y como según (7.4.4) 


nab 


el momento torsor M r al que está sometida la barra será: 


M, = - C nab = 389.888 n ■ 0.4 • 0.2 = 97.990 m ■ N = 10.000 kp • m 
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es decir 


M t = 10 mt 


De la expresión de la rigidez torsional 


GJ 


Mr 

0 


n G a 3 b 3 
a 2 + b 2 


se obtiene la inercia torsional 


na 3 h 3 

J = '^Tb 1 


Sustituyendo valores: 


H n ■ 0,4 J • 0.2 J 
” 0,4 2 + 0,2 2 


8.042 -10 3 m 4 


3." Cuando actúa simultáneamente un esfuerzo axil N, la matriz de tensiones en un punto 
P(y.z) de cualquier sección es. en virtud del principio de superposición 


/ — 
I nub 





2 M, _ 2 M t 
n ah 3 n a 3 b 

0 0 

0 o 


Particularizada para el punto 6(0, />)• se obtienen las tensiones principales como raíces de 
la ecuación característica 


N 2 M r 

ti ab nub 1 



0 0 -<r 



N 

nub 


a 



= 0 
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El valor máximo de N pedido se obtendrá imponiendo la condición de alcanzar la mayor 
tensión principal a x el valor de 120 MPa. 


N 1 // N V 16 Mj- 

= x — r+^ / —7 + , ' = I20 I0 6 Pa 

2 ji ah 2 \J\it ah) vr a~ h 


Sustituyendo valores 


N 

+ IT 

N V 


4 • 97.990 2 

2 7t • 0.4 

•0,2 yj\2 

n ■ 0.4 • 0,2 J 

n 2 ■ 0.4 2 • 0.2 4 


2N + yj 

4 N 2 + 6,08 • 

l(l ] 

n = 120- I0 h 


(120-10" 

- 2 N) 2 = 4 

N 2 

+ 6,08-10" 


(14.400 

- 0.608)- I0 1 

2 = 

480- 10'’ N 


7.5. En una barra prismática de sección elíptica, de longitudes de los semiejes a y b (a > b), sometida 
a torsión pura se pide: 

1. " Calcular las tensiones normal y tangencial máximas en cualquier punto /’(y,z) de la 
barra. 

2. " Hallar la relación entre las tensiones tangenciales en los extremos de los ejes mavor v 
menor de la sección. 
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La ecuación característica de esta matriz nos da las tensiones principales 



La tensión normal máxima en un punto P(y. z) es la máxima tensión principal 



La tensión tangencial máxima será 



que tiene el mismo valor que la a „, como tenía que ser, ya que la barra prismática trabaja a 
torsión pura. 

2." Las tensiones tangenciales en los puntos fí(a.O) y C(0./>) (Fig. E7.5/>) son: 



Figura E7.5A. 


• Punto 

• Punto C(0,b): 


= 0 ; = 

_ 2 M, I 
nab b' 


2 M t I 
n ah a 
t x: = 0. 



La relación pedida será: 
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7.6. Una barra prismática AB de sección elíptica de longitudes de semiejes a y b (« < b ), tiene su 
extremo A empotrado y el 11 libre. Sobre la barra actúa un momento torsor m (//» -t/m) uniforme¬ 
mente repartido en toda su longitud /. Si G es el módulo de elasticidad transversal, se pide: 

1. " Hallar la función de tensiones que resuelve el problema de torsión respecto del sistema 
de referencia indicado en la Figura E7.6a. 

2. " Tensión tangencial máxima, indicando el punto o puntos donde se produce. 

3. " Angulo que gira la sección del extremo libre respecto de la sección empotrada. 




I." La función de tensiones será de la forma 


4» = C 



siendo C una constante que determinaremos aplicando la ecuación que relaciona <l> y el 
momento torsor M, existente en una determinada sección 





de donde 


C = 


M r 



- I 


I dydz 



Sustituyendo las expresiones de los momentos de inercia I y e I. de la sección respecto de 
los ejes y y z, respectivamente, así como la correspondiente aí área de la sección, tenemos: 



M, 

nal) 
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Teniendo en cuenta que la ley de momentos torsores es A/, = ni (I - x) en una sección a 
distancia .v del empotramiento, la (unción de tensiones o función de Prandtl que nos resuelve 
el problema elástico de torsión en los puntos de dicha sección es 


<l> = - 


»»(/ - -v) 
nah 


& 



expresión en la que habrá que tener en cuenta que m viene dado en ni ■ l/m y si operamos en el 
S.l. habrá que multiplicar por 9.8 x 10' para expresar en N ■ ni/ni el momento torsor uniforme¬ 
mente repartido. 

2.” La tensión tangencial máxima se produce en la sección en la que el momento torsor es 
máximo, es decir, en la sección del empotramiento, y dentro de ésta en los puntos que son 
extremos del eje menor. 



Como 


Figura E7.6 b. 


r <li 2 mi 
Oy mr'b ' 


y tmi, = , 

queda: 

n a 1 !) | 


3." Para calcular el ángulo 0 que gira la sección del extremo libre respecto de la sección 
del empotramiento tendremos en cuenta que la expresión del ángulo de torsión en una sección 
del prisma es: 


</0 A/, 


siendo GJ la rigidez a torsión. 
Integrando: 


, i*' A/ r , C 1 mil - x) mi 2 
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Ahora bien, de la expresión de la laplaciana de la función de Prandtl 


A *I> = —2G0 

se obtiene la rigidez torsional 


A<I> _ 2 Ai, /I l\ 
2 G 2Gnah \a 2 h 2 ) 


M ,• Gnu 3 h 3 
li~ = a 2 + b 2 


Sustituyendo esta expresión en la correspondiente del ángulo de torsión, obtenemos finalmente 


mi 2 {a 2 + h 2 ) 
2 Gna 3 h 3 


7.7. Una barra prismática cuya sección recta es un triángulo equilátero de lado a = 0.2 m, tiene un 
extremo empotrado y el otro libre. Sobre la barra actúa un momento torsor m 0,816 mt/ni 
uniformemente repartido en toda su longitud. Sabiendo que el módulo de elasticidad transversal 
es G = 80 GPa, se pide: 

1. " Calcular la función de tensiones que resuelve el problema de torsión, respecto del sistema 
de referencia indicado en la l 'igura E7.7«. 

2. " Hallar el valor de la rigidez torsional. 

3. ” Si la longitud de la barra en /. = 3 ni, hallar el ángulo de giro de lu sección fí del 
extremo libre. 

4. " Calcular la máxima tensión tangencial que se produce en la barra. 



Figura E7.7a. 


Respecto de la referencia indicada, la función de tensiones tendría que ser de la forma 


<J>= c 



>/3 =)(.»■ + y3z) 


siendo C una constante para cada determinada sección. 
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Evidentemente, la función O se anula en todos los puntos del contorno y cumple también 
la condición, para ser función de tensiones, de tener laplaciana constante, ya que 


a s/ : 


Como 


Ad> = —2G0 = 2 a N /3 C 


Gt) 

«yfi 


que es constante para cualquier determinada sección. 

Por tanto, la función de tensiones que resuelve el problema de torsión de la barra 
considerada es 



siendo 0 el ángulo de torsión por unidad de longitud, cuyo cálculo haremos más adelante. 

2.° Para calcular la rigidez torsional GJ consideremos la relación existente entre la 
función de tensiones y el momento torsor 


’JJ, *"■ -í.' ■ 5 ('-¥)* I r «• - 

La expresión de la rigidez torsional GJ de la barra prismática es 
JV/ r n /3G« 4 


GJ = 


0 80 


que. como vemos, depende exclusivamente del material y de las características geométricas de 
la sección recta. 

Sustituyendo valores 


v 3 • 80 • I O 11 ■ 0,2 4 
80 


2.771 • 10 3 N m 2 


0 
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De la expresión de la rigidez torsional podemos obtener el ángulo de torsión por unidad de 
longitud 


80 M , 
yJlGa* 


que nos permite obtener la expresión de la función de Prandtl en función de los datos 


<J> = 


80 ;»|/. - y) 

3 a 5 



3 z 2 ) 


3“ El ángulo de giro </> de la sección extrema B respecto de la sección A del empotra¬ 
miento se obtiene fácilmente recordando la expresión del ángulo de torsión por unidad de 
longitud 



dx 


M, 
GJ 


De esta expresión, integrando 


"I 


ni (L - a ) 


iii /.’ 
2GJ 


Teniendo en cuenta la expresión de la rigidez torsional obtenida en el apartado anterior, 
tenemos 


80 iii L 1 

<t> = - 7 =-- 

2 v 3 G « J 


Sustituyendo valores: 


0 = 


80 0,816- 10'-9.8-3 2 ,- --, 

- 7 =-= 13 • 10 rad 

2 V 3-80-10" 0,2 4 1 - 


4-" La tensión tangencial máxima se presenta en la sección en la que el momento torsor 
es máximo, es decir, en la sección del empotramiento, y dentro de ésta en los puntos medios de 
los lados del contorno 
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Figura VJ.lb. 

La expresión de la tensión tangencial máxima la obtenemos a partir de la función de 
Prandtl y su valor es 

t ml , = r,. 


particularizada para el punto M • oj 


Como 


<'<!> GO 

x x . = - — = -- (3 y 2 - 3r 2 - ujly) 

<\v a v 3 

GO / 3 a 2 (i s /i\ GOy/ía 

T j = — 

G0 = ^1 
v 3 r/-* 

_ 80 \l r v 3 a _ 20 mL 
ZmA ' ~ j3a A 4 


Sustituyendo valores se obtiene: 


20 0.816- IO 3 ■ 9.8■ 3 
02 3 


60-10- Pa 


es decir 


W = 60 MPa 


7.8. Se consideran tres barras prismáticas del mismo material, de secciones respectivas: circular, 
triangular equilátera y cuadrada, siendo iguales las áreas de sus secciones rectas. Todas las 
barras están sometidas a torsión mediante pares torsores M r aplicados en sus secciones ex¬ 
tremas. 
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Comparar en las tres barras los valores de las tensiones tangenciales máximas, así como las 
rigideces torsionales correspondientes. 

Si R es el radio de la sección circular, a la longitud del lado de la sección triangular 
equilátera y / el lado de la sección cuadrada, entre R, a y /, al ser las áreas iguales, existirán las 
siguientes relaciones: 



Figura E7.8. 


La tensión tangencial máxima y la rigidez torsional. en cada uno de los casos considerados, 
son: 

a) Sección circular 



b I Sección triangular equilátera 




3GP \ ay/i 
2 3 2 


a y/i 5 M t 



20 M, 

ti 3 


c , 2 _^ =c iívüy, c2 £f: 

0 5 \3 2 J 80 


(7.5.8) y (7.5.10) 


(7.5.11) 
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c) Sección cuadrada 


Mr Gl 4 


(7.6.19) 

(7.6.20) 


Las relaciones existentes entre las tensiones triangulares máximas, correspondientes a los 
tres casos considerados, serán: 


y como 


queda: 


es decir: 


T mi |„ | : r mi , 2 ■ T m ¡u 


2M r 20 M t 4,80 M r 

Vr 3 ‘ </•' * T 3 


(I 


2Rn' 

3 1 4 


2.69 R , 


/ = R n' 


r m4> i : T rai ,> 


2 M t 20 M, 4,80 M r 
n R 3 ‘ 2,69-' /? ' ‘ 


A/, A/,- A/ r 

1.57 R 2 ’ 0.97 «•' ‘ 1.16 « ' 


0.62 : I : 0.84 


W . : W: : T ml x j = 0.62 : I : 0.84 

El resultado nos indica que para un mismo momento torsor aplicado a cada una de las 
barras, la mayor tensión tangencial máxima se presenta en la sección triangular, le sigue la 
correspondiente a la sección cuadrada (84 por 100), y. (¡nalmcntc. la menor es la que corres¬ 
ponde a la sección circular (62 por 100). 

Procediendo de forma análoga con las correspondientes rigideces, tenemos: 

n R 4 ./3 a* Gl* , . . 

G./, : GJ, : GJ = G — : G : — = 1.57 R* : 2.69 R 3 : 1,38 R* 


es decir 


| GJ, : G/, : GJ, = 1.13 : 1.95 : I 

resultado que nos indica que la barra menos rígida a torsión es la de sección cuadrada, le sigue 
la de sección circular (13 por 100 más rígida) y. finalmente, la más rígida es la de sección 
triangular (95 por 100 más rígida). 
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7.9. Una barra prismática de longitud L tiene sección recta triangular equilátera de lado a y está 
sometida simultáneamente a un momento torsor constante M¡ y a una compresión uniforme de 
tensión <t„. Se pide: 

1. ° Calcular la función de tensiones que resuelve el problema elástico de la torsión, referida 
al sistema de ejes indicado en la figura K7.9, coincidiendo el eje x con la línea media del prisma. 

2. " Hallar el módulo del vector tensión en el punto I) medio de AB, correspondiente a un 
plano que pasa por él y cuya normal forma ángulos iguales con los ejes coordenados. 

3. " Valor de la tensión tangencial máxima en los puntos del eje x. 



I." La función de Prandtl que resuelve el problema elástico de la torsión de la barra, 
como sabemos, es de la forma 


<l> 



¥)('-¥ 




siendo C una constante que determinaremos mediante la aplicación de la ecuación que 
relaciona la función «I> con el momento lorsor M,. 


M,= 




/3: 


dydz = 






De aquí obtenemos el valor de la constante C: C 


8 ° \1 T 

- t-. Por consiguiente, la luncion 

3 a 


de tensiones pedida es: 
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80 A/, 


2 -3~ 


<P + 3« 5 

_ 

6 JLv 3 J 



De la función de Prandtl obtenemos la solución de tensiones 


r<l* 80 M r - 

r xy = — =-r—(6 y + «V 3 * 2 

cz 3 a 


('<!» 80 M , - 

= - — = —( 3 >’ - «n /3y ~ 3s 2 ) 
ó v 3 <j- 


Las coordenadas del punto D son: 

ít^/3 I a^/3 «i x /3 


por lo que las tensiones debidas a la torsión serón: 

80 M r ( aJl -\ a 10 J3M, 
T " = 3a*~ \ \2~ + U 4 = ~ 


80 M, / 3 a 2 - a J3 , « 2 \ 10 M r 

r « = - -Jj- V T? - “■- 3 IT - 3 Te) = ~ 

La matriz de tensiones en el punto D. teniendo en cuenta el principio de superposición, es 
/ -10 JÍM t 10 a/.,’ 


tn« 


10 v 3 M, 


0 0 


0 0 


El vector tensión correspondiente al plano que pasa por D y es normal al vector definido 

, . . -/ 1 I I \ 

por el vector unitario u I ——=, —— I es: 
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/ n n rj 

M 


/ —= ( ff n + T.... + T ' 

l\/3 

[ff] = [T][i7] = 

T tf 0 0 

'/v/3 . 

= 

W3 


W 0 °J 

V'^l 


l ,J f 3 1 


es decir, respecto de la referencia indicada en la Figura E7.9, el vector tensión pedido tiene por 
expresión trinomia: 


I 10 M , - - 10 M . • 10 Ai , • 

a = ~E - T 1 (s/3 -Di- r 1 J + —r ~7 k 

v/3 I <' I <'• ^ti¬ 

ma es 

, I ff 10 M r - Y 100 M\ 100 A/j) 

3 L « N <r 3 a" 

IT, 20 M r - 
= 3^- —<x/3-l)-„ 


1.600 A/j 200 v / 3 A/f 
3 d 6 «" 


El módulo pedido será: 


v/3 




M t - 1.600 A/f 200 ./3 A /7 

( v 3 - I) ff. + „ -^-- 

3« <r 


3." El eje .v de la barra prismática es el lugar geométrico de los centros de torsión de ; 
secciones, por lo que en sus puntos sólo existe la tensión de compresión n„. es decir 


T -' = 7 

sobre todo plano cuya normal forme un ángulo de 45“ con él. 




8 

Elasticidad en coordenadas 
cilindricas 


8.1. Introducción 

Al iniciar el estudio del estado tensional o de deformación de un cuerpo elástico resulta 
siempre interesante analizar las características que presenta el mismo cuerpo y el sistema 
de fuerzas exteriores, antes de abordar la formulación analítica del mismo. 

La consideración de las simetrías geométricas del cuerpo, de la variación de las fuerzas 
aplicadas, etc., pueden llevar de la mano al planteamiento más plausible, la elección más 
adecuada de las coordenadas y el enjuiciamiento razonable de los resultados, rechazando 
aquellos que se ponen en contradicción con las previsiones lógicas o la interpretación 
física de los resultados. 

Para el planteamiento analítico de todo problema concreto se han de utilizar necesa¬ 
riamente unas coordenadas. La oportuna elección de un sistema particular de ellas 
simplificará el cálculo de forma notable en la casi totalidad de los casos. 

Es por ello que se estime la conveniencia de dedicar este capítulo a analizar la forma 
que tienen las componentes de la matriz de tensiones, las ecuaciones de equilibrio interno, 
las componentes de la matriz de deformaciones y. en fin. la formulación del problema 
elástico cuando sea aconsejable el uso de coordenadas cilindricas. 

Recordemos las características de este sistema de coordenadas: un punto P viene dado 
por tres números reales (p, 0. r), que son sus coordenadas cilindricas (Fig. 8.1). 

Las superficies coordenadas, lugares geométricos de los puntos en que una de las 
coordenadas es constante, son: 

p = cte: cilindro de revolución de eje Oz. 

0 = cte: semiplano del haz de vértice el eje Oz. 

z = cte: plano paralelo al xOy. 
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La intersección de cada dos de estas superficies coordenadas se llaman líneas coorde¬ 
nadas 




2. a línea: 


0 — cte 1 |. a línea: 

p = cte | 

circunferencia 

p = cte 1 

z — cte j semirrecta 

‘'I 

^ paralela al 
plano .vO_r 

0 = ele j 


3." línea: 
recia paralela 
al eje Or 


En cada punto P consideraremos un triedro formado por las tangentes a las tres 
líneas coordenadas que pasan por el y una terna de vectores unitarios p 0 , 0 o . z 0 con 
direcciones las de los ejes del triedro y en el sentido creciente de las coordenadas. Se 
observa que el triedro considerado en cada punto es trirrectangular. 

Recordemos también las expresiones de los distintos operadores diferenciales. Si tene¬ 
mos un campo escalar (¡> = rf> (/>, 0, z) se definen dos operadores, gradiente y laplaciana, de 
naturaleza vectorial y escalar, respectivamente, cuyas expresiones son: 


grad <¡> = V</> = 




Po 


\ 

P 


dO 



z 0 


( 8 . 1 . 1 ) 


lapl (j> = V 2 <¡> = A(f> 



I £0 

p 




A partir de un campo vectorial V = 9 (p, 0 , z) 

V =V P i¡o+V 0 0 o + V : z 0 (8.1.3) 

se definen dos operadores, divergencia y rotacional, de naturaleza escalar y vectorial, 
respectivamente, de expresiones: 


div V' 


d0 dz 


Ye 

P 


(8.1.4) 
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- f\ dV. dV 0 \ 

wtv= {7>M--l p0 



ídV 0 I rV p V 0 \ 

VTvT" ~p 77) + 7y 


- o 


(8.1.5) 


La laplaciana, definida para un campo escalar, también se puede aplicar a un campo 
vectorial. Su definición intrínseca, es decir, independiente de cualquier sistema particular 
de coordenadas es: 

lapl F=V 2 V / =AV' = grad div l 7 — rot rol V' (8.1.6) 

Los operadores gradiente, divergencia y rotacional se pueden representar simbólica¬ 
mente por V, V-, V», respectivamente, en los que el punto del operador divergencia y el 
aspa del rotacional indican multiplicación escalar y multiplicación vectorial, respectiva¬ 
mente, del operador gradiente por el vector del campo al que se apliquen. 

Basándonos en esta posibilidad de representación simbólica de los operadores di¬ 
ferenciales, y que se rigen por las mismas reglas formales de estas operaciones, podemos 
obtener de forma inmediata importantes propiedades entre ellos, de las que haremos uso 
más adelante. 


div 

rot V = 

V (V x V 

) = o 

(8. 

1.7) 

rot 

grad <¡> = 

= V- (V(j>) ■■ 

= 0 

(8. 

1.8) 

rot 

rot V = 

V (V- V 

) = V(V- V) - V 2 V 

(8. 

1.9) 

div 

grad <f> -- 

= VV</> = 

v 2 0= A(p 

(8.1. 

10) 

div 

lapl V = 

= V • (V 2 V ) 

= V 2 (V- V) = lapl div V 

(8.1. 

II) 

lapl 

grad tj) 

= V 2 (V</>) 

= V(V 2 ^) = grad lapl (¡) 

(8.1. 

12) 


8.2. Matriz de tensiones 

Consideremos el entorno elemental de un punto P en un sistema de coordenadas cilindri¬ 
cas. En la Figura 8.2 se han dibujado las tensiones que actúan sobre las caras del 
paralelepípedo elemental despreciando los términos infinitesimales y habiendo tenido en 
cuenta el teorema de reciprocidad de las tensiones tangenciales. 

Las tensiones normales correspondientes a las caras del paralelepípedo elemental se 
denominan a p , a„ y a., mientras que las tensiones tangenciales son x p0 , x p . y x U: . El 
significado de los subíndices es el mismo que se vio en coordenadas cartesianas, sin más 
variación que en el sistema de coordenadas cartesianas el sistema de referencia era fijo y 
aquí, como hemos visto anteriormente, depende del punto. 

Seguiremos tomando positivas las tensiones normales cuando sean de tracción, y 
negativas cuando sean de compresión. En cuanto al signo de las tensiones tangenciales, las 
consideraremos positivas cuando tengan el sentido indicado en la Figura 8.3. 

Supongamos ahora un sistema de coordenadas cartesianas local en P , cuyos ejes x, y, z 
son coincidentes con los vectores unitarios />„, 0 o , z 0 de las coordenadas cilindricas. El 
entorno equivalente de P es un paralelepípedo recto-rectangular cuyos lados tienen de 
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longitud clp, pclO y dz (Fig. 8.3). El estado tensional equivalente en este sistema de 
referencia cartesiano viene definido por la matriz de tensiones tal que: 

°n X = n p ; a ny = <*0 i a n -, = <*-. \ X xy = T „0 > *xz = V i *y: = *0z 
Es decir, la matriz de tensiones en el sistema de referencia local es: 


en = 


ÍT () 

V 



a o 


X 0z 


( 8 . 2 . 1 ) 


En el estudio de las tensiones, por tanto, será aplicable todo lo dicho en el Capítulo 2 
tomando como matriz de tensiones la (8.2.1) y como sistema de referencia el formado por 
los ejes que coinciden en cada punto con las direcciones y sentidos definidos por los 
vectores p 0 , 0 o y z 0 . 

Así, el vector tensión a correspondiente a un plano cuyo vector unitario en dirección y 
sentido de la normal exterior es u (a, ¡i, y), será 


M = [n[»] 



( 8 . 2 . 2 ) 


estando dicho vector u (oí, /J, y) referido a la terna de ejes definidos por los vectores de base 
p (l , 0 0 , z 0 de las coordenadas cilindricas. 
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8.3. Ecuaciones de equilibrio 


Consideremos el entorno elemental de un punto P de un medio elástico en coordenadas 
cilindricas, como se indica en la Figura 8.4. Sean <r p , a,„ a. las componentes normales de 
los vectores tensión sobre las tres superficies coordenadas que limitan el paralelepípedo 
elemental correspondientes al punto de coordenadas (p, 0, r), y x p0 , x 0: , x pz las componen¬ 
tes tangenciales. Sobre las superficies coordenadas que definen el punto (p + dp, 0 + di), 
z + dz), los valores de las componentes normales y tangenciales se obtienen como se 
indica en la Figura 8.4 para las caras vistas. 

Sea f, la fuerza de masa por unidad de volumen y F p . F„. F z . sus componentes según 
los ejes definidos por p 0 , 0 o , z 0 . 

Proyectemos el sistema de fuerzas que actúa sobre las caras del paralelepípedo elemen¬ 
tal sobre los ejes. La condición de equilibrio exige que dicho sistema tenga resultante nula, 
es decir, han de anularse sus tres componentes. 


T.R p = F p pdO d/> dz + | a p + -z— dpi (p + dp) dO dz — a p pdO dz — 


di) 


dO 


d() 


- a„ dp dz sen — - I a 0 + di) J dp dz sen — - x p0 dp dz eos — + 


+ í x p0 + dO j dp dz eos ~ + ( x pz + dz \ pdl) dp — x pz pdO dp = 0 


X R„ = F„ pdO dp dz + (íTn + —? dO) dp dz eos —— a 0 dp dz eos-1- 

\ ( l) ) 2 2 

+ T p0 dp dz sen y + (x p0 + d<¡) dp dz sen ~ - x p0 dpO dz + 

+ dpj (p + dp) di) dz - x 0z pdl) dp + dz j pdl) dp = 0 


LR Z = F. pdl) dp dz 4- ^<7. + -y-= í/rj pdl) dp - a . pdli dp + 
+ (^u : + dp dz - x 0: dp dz + 

+ dp^j (p + dp) dO dz - x pz pdl) dz = 0 
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Simplificando, teniendo en cuenta que tl() es un infinitésimo, obtenemos las ecuaciones 
de equilibrio interno en coordenadas cilindricas. 


F + —+ - 2 — 
(1 P p 


X„- 


F„ + 


1 P(j„ 
P 


—- + 

P < ! P 


f) P0 

Pt.,„ Pz„. 


r + = 0 

= 0 


F.+ 


p oU Pp p 


(8.3.1) 


8.4. Matriz de deformaciones 

Antes de iniciar el estudio de las deformaciones en el sistema de coordenadas cilindricas 
estableceremos la nomenclatura que se utilizará en lo que sigue. 

Respecto al sistema de referencia de vectores unitarios p 0 , 0 o . z 0 , designaremos por u, 
i\ vv, las componentes del vector corrimiento de un punto. 



ELASTICIDAD EN COORDENADAS CILINDRICAS 331 


Llamaremos, asimismo, t: p , f.„, e. las deformaciones unitarias en las direcciones de los 
ejes respectivos, así como y p0 , y 0: , y p: , las deformaciones angulares, cuyo significado es 
análogo al que tenían y, r y y: . y x . en coordenadas cartesianas, es decir, estos términos 
representan la variación angular que experimentan los ángulos, inicialmenle rectos, cuyos 
lados coinciden con los ejes. 

Expresemos las deformaciones unitarias i: p , i: 0 , ¡:. en las direcciones de los ejes, así como 
las deformaciones angulares, en función de las componentes «, r, iv, del vector corrimiento. 

Para ello consideraremos el volumen elemental tilnil </, />, t -, </, antes de la deforma¬ 
ción. representado en la Figura 8.5 y sea tí b' c' tí a\ h\ <■', ti j la posición del paralelepípe¬ 
do elemental después de la deformación. 

_ Proyectaremos los vértices de este paralelepípedo sobre los planos definidos por ,7 0 , 
^ 0 ’ ^o- - o- Pp* "o y utilizaremos la misma denominación en los vértices proyectados con 
objeto de evitar subíndices innecesarios. 

Consideremos los dos vértices a y <• (Fig. 8.6) y si u es el desplazamiento radial del 


punto </, el del punto <• será u + — ilp. Por tanto, la deformación unitaria en dirección 
radial es: 


du 

u + — <//> - u 



(8.4.1) 
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En cuanto a la deformación en la dirección 0 o se observa que depende tanto del 
corrimiento tangencial como del radial. Debido al desplazamiento radial exclusivamente, 
el elemento ah de longitud (/> + u)d() experimenta una deformación unitaria en la direc¬ 
ción tangencial, de valor 

(/) + u) íIO - p ilO = u , g 4 2) 

p ilü p 

Por otra parte, el extremo a del elemento ah tiene un corrimiento tangencial v, 

Í>V 

mientras que el extremo h lo tiene de valor v + — clO. Debido a esta causa, la deformación 
unitaria tangencial es: 


V + M d °- V 


p ilO 


1 

p M 


(8.4.3) 


Por tanto, la deformación unitaria r. g será la suma de las dos deformaciones parciales 
anteriores 


I ÉE 

p dO 


(8.4.4) 


La deformación unitaria r. : en la dirección del eje z coincide con la expresión en 
coordenadas cartesianas 

e. = ^ (8.4.5) 

cz 

En cuanto a las deformaciones angulares, calculemos primeramente y p0 . Según se 
indica en la Figura 8.7. y recordando el significado que tiene este término, y l¡g será la suma 
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de los ángulos a y /?, siendo a el ángulo girado por el lado ah y fi el girado por el ac, ambos 
en a y positivos en el sentido de disminuir el ángulo bac inicialmente recto. 

Como el ángulo i está provocado por la variación del corrimiento radial de b respecto 
de a, su valor será 


Jo dí > 


pdO 


í ffí 

p d() 


(8.4.6) 


Por su parte, el ángulo /i es debido a la variación del corrimiento tangencial de c 
respecto del de a. Como el ángulo formado por a' c con Od es 



dp dp 


y el ángulo formado por las dos rectas radiales Oa y Od es -, el ángulo /i que es el 
formado por d c' con Od, vale: 


P = 


dv 


¿>P 


Por tanto, la expresión de y /l0 será: 


I du flv v 
p dO dp p 


(8.4.7) 


(8.4.8) 


Para el cálculo de y 0 . proyectaremos sobre el plano definido por 0 o y ? 0 . De la Figu¬ 
ra 8.8 fácilmente se deduce: 


30 

pdO 


dO — dz 
~dz 


1 dw 
p ~d0 


(8.4.9) 


Finalmente, teniendo en cuenta los valores de las variaciones angulares de los lados ac 
y OH,, de la Figura 8.9 se desprende: 


— dp — dz 
op dz ow du 

dp + dz dp + dz 


(8.4.10) 
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Figura 8.8. 



Las anteriores expresiones nos permiten calcular los términos de la matriz de deforma¬ 
ción [D] en función de las componentes del vector corrimiento. Respecto al sistema de 
referencia local en cada punto, la matriz de deformación será: 





' 


(8.4.11) 


Es evidente que para que una matriz de deformación dada represente un estado de 
deformación físicamente posible es necesario que sus componentes verifiquen las condicio¬ 
nes de compatibilidad. Estas condiciones, cuya demostración omitimos, expresadas en 
coordenadas cilindricas, son: 



2 t\ 

p <v 



P &P ~ \P Ppdü 



(8.4.12) 


p 2 80 2 


1 (\ 
~pTp 




d 2 e. 

W 



vzdp 


(8.4.13) 


(8.4.14) 
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(V'C 


I 82 1 = — fi dy " : | 8 

p dp dO p 2 d 0 dz \p dO dp dz ) dz \ p ) 

1 d 2 £ p _ d /1 _ dy 0 . ^ ^7 P o \_ d_ í 7fc\ + 2 <fypp 

J) dOdz ~ dp \p dO dp dz J dp\p) p dz 

1 1 de e _ 1 d í 1 1 7p. < y U: < 7,,p \ . 1 d 

p dz p dz p dO \ p dO dp dz J p dO 



(8.4.15) 


(8.4.16) 


(8.4.17) 


8.5. Relaciones entre tensiones y deformaciones 


En el epígrafe anterior hemos obtenido las expresiones de las componentes de la matriz de 
deformación en función de las componentes del vector corrimiento. No nos debe extrañar 
que estas expresiones difieran de las correspondientes cuando la referencia es cartesiana, 
ya que las componentes de la matriz de deformación se definen como derivadas de las 
componentes del vector corrimiento y en esc proceso de derivación los ejes son fijos, pol¬ 
lo que las derivadas de los vectores base son nulas, mientras que en el sistema de 
coordenadas cilindricas los vectores unitarios de la base son variables y sus derivadas, no 
nulas, habrá que tenerlas en cuenta. 

Sin embargo, en las relaciones entre las componentes de las matrices de tensiones y de 
deformación no intervienen derivadas, por lo que tanto las expresiones de las leyes de 
Hooke generalizadas como las ecuaciones de Lamó tendrán en coordenadas cilindricas la 
misma estructura formal que las correspondientes cuando el sistema de referencia es 
cartesiano. 

Por tanto, si [ T] y [D] son, respectivamente, las matrices de tensiones y de deforma¬ 
ción en un determinado punto, las componentes de [D] se pueden expresar en función de 
las de \T\ mediante las leyes de Hooke generalizadas. 

Cp = “ Op - + «O] 

£0 = 7: K - /<(<Tp + 

1 L (8.5.1) 

e, = - [>__ - /|(<Tp + CTfl)] 

_ £p0 . _ ^£I£ . „ _ 

lp°- G • Ip: Q • 10: G 


así como las componentes de [7^ en función de las de [£>], en virtud de las ecuaciones de 
Lomé 
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[a p = Xe + 2 G s p 
\o 0 = Xe + 2 G v„ 
I o. = Xe + 2 Ge. 



(8.5.2.) 


siendo X y G los coeficientes de Lame definidos en (4.5.4) y (4.4.16). y e la dilatación cúbica 
unitaria, cuya expresión ahora es: 


du 1 dv ¿Hv u 
dp p cfí dz p 


(8.5.3) 


8.6. Estados axilsimétricos. Función de deformación de Love 

En las aplicaciones técnicas se encuentran con frecuencia problemas en los que tanto la 
forma del cuerpo como la distribución de fuerzas exteriores presentan simetría respecto de 
una recta. 

Como, en general, las fuerzas pueden ser variables en puntos de una recta paralela al 
eje de simetría o a lo largo de una curva meridiana, no se trata de estados de elasticidad 
plana, que se definieron en el Capítulo 6, ya que no existe plano director tal que en 
cualquier plano paralelo a él la distribución de tensiones y de deformaciones se reproduz¬ 
ca idénticamente. 

Sin embargo, dada su importancia en la práctica, es aconsejable dedicar algún tiempo 
a analizar el estado elástico que se produce en estos cuerpos. Por la simetría que presenta, 
será recomendable utilizar un sistema de referencia de coordenadas cilindricas cuyo eje: 
sea coincidente con el eje de simetría. 

Dentro de los estados de tensión simétricos respecto de un eje existen dos tipos de 
problemas, que se diferencian en las características de los desplazamientos: 1." aquellos en 
los que la segunda componente del vector corrimiento es nula (r = 0) en lodos los puntos 
del sólido elástico; 2." aquellos en que v = v(p-z). 

Para resolver el problema elástico que se presenta en los sólidos de revolución, sin 
fuerzas de masa, bajo carga axilsimétrica, Love propuso un vector de Galerkin que sólo 
tiene componente según el eje z 

P(0, 0. 0) (8.6.1) 

es decir, una función 0 = 0(/>, 0, z) que, según (5.4.4). será biarmónica 

A 2 0 = 0 (8.6.2) 

La solución de corrimientos en función de esta función 0 que se denomina función de 
deformación de Love, en virtud de (5.4.5), verificará 


2GS =2(1 -p)A<f>z 0 - V (8.6.3) 

por lo que las componentes del vector corrimiento, teniendo en cuenta la expresión (8.1.1) 
del gradiente en coordenadas cilindricas, se obtendrán de 
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"> Gu = 


c 2 (f> 


¡i POPz 


2 Gw = 2(1 - /i) A0 -—-£ 
Pz 


(8.6.4) 


A partir de estas componentes obtenemos las de la matriz de deformación aplicando 
las ecuaciones obtenidas en el Epígrafe 8.4. 


(8.6.5) 


u ^ dv _1_ d 2 <f> _1 P 3 (¡> 

E °~p + p PO ~ 2 Gp PpPz 2 Gp 2 dO 2 Pz 

a0--L^| 

- Pz G Pz v 2 G Pz 3 


_2 Pu Pe r _ 1 P 3 0 1 P 2 <l> 

‘p PO 8p p Gp PpPOPz Gp 2 POPz 

_ 1 dw 8v _ I d [ d 2 <f>~\ I P 3 (¡) 

y ° : p PO Pz 2 Gp PO l fl) * Pz 2 J 2 Gp POPz 2 

J r -T + T - 2 = 

' Pp Pz 2 G Pp G PpPz 

\ 

Sumando miembro a miembro las tres primeras ecuaciones, teniendo en cuenta la 
expresión (8.1.2) de la laplaciana en coordenadas cilindricas, obtenemos la dilatación 
cúbica unitaria 


e 



i ^ 

P dp 


\_ 

P 2 




J_ P_ 
2G Pz 


(I 


2/i) A 0] 


( 8 . 6 . 6 ) 


Finalmente, la solución de tensiones se obtiene aplicando las ecuaciones de Lame. 
Sustituyendo los coeficientes / y G por sus expresiones (4.5.4), (4.4.16) y la dilatación 
cúbica unitaria obtenida en (8.6.6), se tiene: 
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fj = Áe + 2G e = — — [(I - 2/í)A0] - — 7 - = — ( pA(f> - — 5 - 
2 o dz dp-dz dz \ cp- 


a 0 = Xe + 2Gi: 0 = — I (iA<f> 


p dp p 2 cO 2 
2 Ge, = ^ j^(2 — p)A(p - 


T _ c = _ i * 13 0 _L £± = _ ^ 

'' ,0 p dpdOdz 2 p 2 dOdz dp dO dz \ p 


(8.6.7) 




Para los casos en los que el corrimiento circunferencial v se anula, la función de Love 
0 = (¡>(p,z) no depende de la variable O, y la solución de tensiones se reduce a: 


a » = ir (//A 0 


<j„ = -[pA<f>- 




= Tfl- = O 


Dado que si la función <j> de Love es biarmónica verifica las ecuaciones de Navier. las 
soluciones obtenidas satisfacen tanto las ecuaciones de equilibrio interno como las de 
compatibilidad. Por consiguiente, las únicas condiciones que tienen que verificar son las 
de contorno. 
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8.7. La representación de Neuber-Papkovich. Problema de Boussinesq 

El vector desplazamiento S, en el caso que no existan fuerzas de masa, se puede expresar 
como una combinación de dos funciones armónicas: una vectorial A y otro escalar B. de 
la siguiente forma 

2G¿r = i - v [ B + 4¿r^] (8 ' 7 '' , 

Esta forma fue introducida por Papkovich en el año 1932 e independientemente por 
Neuber en 1934. Sin embargo, fue Mindlin quien la relacionó con el vector de Galerkin 
en 1936. 

Se puede comprobar que tal expresión, que recibe el nombre de representación de 
Neuber-Papkovich, verifica la ecuación de Navier si 

A/í = 0 ; AB = 0 (8.7.2) 

es decir, si tanto el campo vectorial <4 como la función escalar B se definen mediante 
funciones armónicas. 

Que la representación de Neuber-Papkovich está relacionada con el vector de Galerkin 
es evidente. En efecto, si en la solución general (5.4.5) de la ecuación de Navier mediante el 
vector de Galerkin 

2Gó = 2(1 — p) AP - V div P 

hacemos 

A P = -——— Á : div P = B (8.7.3) 

2(1 -//) 

ésta se reduce a 

2GS = Á - AB (8.7.4) 

Tomando gradientes en la segunda ecuación (8.7.3) y divergencias en la expresión que 
resulta, se tiene 

V div P = V B 

div V div P = A div P = div V B = A B 


bien, simbólicamente, teniendo en cuenta la primera ecuación (8.7.3) 


(8.7.5) 

(8.7.6) 
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Ahora bien, si se considera la identidad 

A (A - r) = 2 V • A (8.7.8) 

en la que r es el vector de posición de un punto genérico del medio elástico, la ecua¬ 
ción (8.7.7) adopta la siguiente forma: 

2-VA Ar 

= —-= A —- (8.7.9) 


4(1 -/O 4(1 -/i) 


y admite como solución particular 


Su solución general será: 


B, = 


A • r 

4(1 - //) 


(8.7.10) 


B., = B + 


A r 


4(1 - n) 

siendo B una función armónica arbitraria. 

Vemos, pues, que la expresión del corrimiento (8.7.1) 


\GÓ = A - V B + — ' 1 ' 

4(1 - //) 


(8.7.11) 


es la solución gencral del problema clástico cuando se formula éste en desplazamientos, si 
el campo vectorial A y el campo escalar B vienen definidos por funciones armónicas. 
Ambos campos están relacionados con el vector de Galerkin P mediante las ecua¬ 
ciones (8.7.3) 


A = 2(1 - p) A P : B = div P 

Por tanto, si se sustituyen en (8.7.1) cuatro funciones armónicas A v , A r A. y B. dicha 
ecuación verifica la ecuación de Navier. Sin embargo, estas cuatro ecuaciones no son 
completamente independientes. Se puede demostrar que en lodo recinto convexo de un 
espacio tridimensional el número de funciones armónicas independientes se reduce a tres. 

Esta forma de representar los desplazamientos como solución de la ecuación de Navier 
tiene una especial importancia en el tratamiento de problemas con simetría axial, en los 
casos en los que las funciones que definen las componentes del campo vectorial Á, así 
como la función escalar B, en coordenadas cilindricas, son de la forma 


A„ = A„ = 0: A._ = A.Jp,z) (8.7.12) 

B = B(p, z) (8.7.13) 

Tal es el caso del estado tensional creado en un medio elástico semi-infinito limitado 
por un plano cuando se aplica una carga concentrada P en un punto de dicho plano 
perpendicularmente al mismo. Este caso es el llamado problema de Boussinesq. 
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Se parte de un campo vectorial A y otro escalar B definidos mediante las ecuaciones 
A = 4(1 — n) ^ z 0 (8.7.14) 

B = C L(\ — n) (8.7.15) 

siendo k y C constantes y r la distancia del punto 0 de aplicación de la carga a un punto 
genérico del medio 

r = s [p r T? (8.7.16) 

Se comprueba que tanto el campo vectorial Á como el campo escalar B son armónicos, 
es decir: 

AÁ = 0 ; AB = 0 (8.7.17) 

La representación de Ncuber-Papkovich correspondiente 

__^[ fUr+ ^] (g7|g) 

que, evidentemente, verifica la ecuación de Navier, será la solución del problema de 
Boussinesq si las tensiones que de ella se deducen verifican las condiciones de contorno 
(Fig. 8.10), esto es: 

1. " En lodos los puntos del plano que limita el sólido semi-infinito se tiene que 

anular la tensión x liz . 

2. " En todos los puntos del mismo plano, salvo en el origen que coincide con el 

punto de aplicación de la carga P. se ha de anular la tensión a.. 



Figura 8.10. 
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De la ecuación (8.7.18) se deducen las componentes del vector corrimiento: 

C p k zp 
" ~ 2 G r(r + z) 2 G r 3 

i v = 0 (8.7.19) 

(3-4 n)k-C kz 2 

H ~ 2 Gr + 2 Gr 3 


A partir de estas ecuaciones obtenemos la expresión de la tensión tangencial T p: 


V- = = G 



(8.7.20) 


Como 


dw 

dp 


(3-4 p)k - C 1 p kz 2 3 p 
2G ?'r~2G?~r 


P 

2Gr 3 



- 4 p)k + C- 



, ^ 2 r - + r + z - , r 2 — r 3 r ’ - r . 

£íí = £l r r + b£- _ í = J!— Ir + j th 

dz 2 G r 2 (r + r) 2 2 G r 6 2 Gr 3 |_ \ 

sumando miembro a miembro, multiplicando por G, se tiene: 

V-£[c-0-W-3f:£] 



(8.7.21) 


La primera condición de contorno se verificará si para z = 0; x p . = 0, es decir, si 

C = (\ — 2p)k (8.7.22) 

Por otra parte, la expresión de a. dada por la ecuación de Lame, teniendo en cuenta 
(8.5.3) y (8.4.5), será: 


a. = ?.e + 


E. = /. 


( du dw u\ dw 

T + ir + - ) + 2G 

dp dz pj dz 


2 Gp / du nN 2 G (1 — //) dw 
1 - 2/i Vfy + p) + I - 2/i dz 


(8.7.23) 
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Si sustituimos las derivadas de las componentes de ó, operamos y simplificamos, 
obtenemos: 


a. = 



(8.7.24) 


Vemos que esta expresión verifica la segunda condición de contorno, ya que en todos 
los puntos del plano z = 0 se anula a., salvo en el origen que presenta una singularidad. 

Para determinar el valor de la constante k plantearemos el equilibrio de fuerzas 
verticales sobre la porción del medio elástico comprendido entre los planos z = 0 y z = a 
(Fig. 8.11). 


f '^2 

r 5 

•'o 


npdp = 0 


Haciendo el cambio de variable 

p = a tg (p 


P = 6 kna 


dp = —^— d, P 
eos 2 (p 


3 r £ 

r : 

J o 


a 

y como r =-, tenemos: 

eos <p 


r n/2 

P = 6 k n a 3 

Jo 


a sen cp eos 5 ip 
eos (p u 5 

= 6 kn f - 


a 



dtp = 6 k n 


r »/2 

sen tp eos 2 ip dtp = 
Jo 


i k „ 

-lo 



Figura 8.11. 
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de donde: 



y, por tanto, según (8.7.22): 


C = 


(I - 2/i) P 

2 n 


(8.7.25) 


(8.7.26) 


Una vez determinadas las constantes k y C. la solución de corrimientos del problema 
de Boussinesq es: 

P \z f > (l-2/i)/T I 
4 n Gr |_r 2 r + z J 

a = 0 (8.7.27) 

w = T P -pr 2(1 -n) + - 2 \ 

4 n Gr |_ r ¿ J 

A partir de estas ecuaciones se pueden obtener sin ninguna dificultad, como ya se ha 
indicado, las matrices de tensiones y de deformación. 


EJERCICIOS 

8.1. Una placa circular horizontal, de radio R, espesor constante e y peso despreciable, se encuentra 
empotrada rígidamente en su contorno. Sobre la cara superior actúa una carga uniforme p por 
unidad de superficie. 

Expresar las condiciones de contorno de la placa. 

Debido a la simetría geométrica y de cargas, las componentes del vector corrimiento no 
depende de la coordenada cilindrica II y. además, es nula la componente circunferencial. 

u = u(p, :) ; v = 0 ; »v = w(p, z) 



Figura E8.I. 
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Las componentes de la matriz de deformación se reducen a: 


cp 

ii 1 vv _ u 
P P (» P 
dw 


I 




v 

- = 0 
P 


i 

p dO 


dw 

rp 


Cll 


Las condiciones de contorno son de dos tipos: 


11 ) Condiciones de empotramiento. 
/>) Condiciones de carga. 


i/) Las condiciones de empotramiento expresarán la nulidad del vector desplazamiento en sus 
puntos, así como la nulidad del giro. 


u(R, :) = 0 
w(R, :) = 0 

fot <> = (j-- —) 0 O = 0 para p = R 


h) Como se trata de un estado axilsimétrico de carga, la matriz de tensiones carece de los 
términos r,,„ y r 0 .. 

Sus componentes, en virtud de las ecuaciones de Lame, tendrán por expresiones: 





2 G 


2 G 


Ou 

<> 


ii 

P 

dw 


Las condiciones de contorno debidas a las cargas superficiales aplicadas se expresarán de 
la siguiente forma: 
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— En la cara 



— En la cara 


v- = 0 => G'/ps = G 


r = 0 

<t. = o => ;. + " + 

< p i-.) 

,. + 2 G 


Vp i> <p) 

‘2 

VW.-í 


8.2. Determinar el vector desplazamiento y la matriz de tensiones en los puntos de un medio clástico 
de módulo de elasticidad transversal G, tal que la solución del problema elástico creado en el 
mismo por una solicitación exterior viene dada por el potencial de deformación de Lame 

tf> = Cp" eos n(l 

siendo C y n constantes. 


Si <¡) es un potencial de deformación de Lamé. se comprueba, en efecto, que la función dada 
es armónica. El vector desplazamiento verifica: 

2Gó = V <fi 


Teniendo en cuenta la expresión (8.1.1) del gradiente en coordenadas cilindricas, las 
componentes de ó serán: 


I P<f> Cn 

" = zrz — = — p" eos ni) 
2 G cp 2 G 


I d<¡> Cn 

D = 2G-p-dO = ~2d P " SCnn ° 


I cá 

w = -- = 0 

2G PO 
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A partir de los desplazamientos calculamos las deformaciones: 

/ 

du Ch(h-I) „_ 2 „ 

C = — = -—- /)" - eos nü 

cp 2 G 

II 1 dv Cn , Cir , Cn(l -/i) 2 

, — l>" - eos nü - — p" - eos nO = ——— p a - eos nO 

p p du 2 G 2 G 2 G 


1 du de c Cn 2 , Cn(n — I) 2 

scn,, " + 


! G ' 2 G 

Cn(n - I) „ , 


/>" ~ sen ni) 


y.. = — + — = 0 

■ dp dz 


\--—p Í0 + S'° 


Finalmente, las componentes de la matriz de tensiones se obtienen aplicando las ecuacio¬ 
nes de Lamé. Como la dilatación cúbica unitaria es nula. 

’ <7 ( , = 2 Gi: p = Cn(n - I) />" 2 eos nO 
a„ = 2Gr. t = —Cn{n — 1)/»” 2 eos itO 
( a : = 2Ge. = 0 

T p0 = Gy^g = - Cn(n — I ) />" 2 sen nO 
t,, : = r # . = 0 


Se trata, pues, de un estado de deformación plana cuya matriz de tensiones tiene de 
componentes: 




<7 (l = Cn(n — 1) />" ~ eos nO 
o„ = — Cn(n — I) p" 2 eos nO 
r )l0 = — Cn (/i — 1) p" ~ 1 sen nü 
°z ~ T p= — r 0 . = 0 
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8.3. Hallar la matriz de tensiones que se deduce del potencial de deformación de Lame, expresado en 
coordenadas cilindricas: 


k 

siendo C y k constantes. (L indica logaritmo neperiano.) 

Se comprueba que el potencial de deformación de Lame es una función armónica A</> = 0. 
Como el corrimiento ó deriva del potencial tf> 

C - C 

2 G í> = V <¿ = - />„ =*■ U = —- ; V = w = 0 
/' 2 Gp 

Aplicando las ecuaciones que nos dan las deformaciones en función de las componentes del 
vector corrimiento, se tiene: 


-C I 

2 (i i> 2 0 2 G i> 2 


Por las ecuaciones de Lamé. teniendo en cuenta que la dilatación cúbica unitaria es nula, 
las expresiones de las tensiones senín: 

C C 

n = -í : n„ = — ; a. = r , = r — r„. = 0 

/» 

Por tanto, la matriz de tensiones pedidas es: 



1 c n 




~7 0 

°) 


m = 

o £ 

0 



\ 0 0 

«) 



8.4. Dada una función de Love </> = </>(/>, z), se pide expresar en función de 0: 

1. " Ll invariante lineal de la matriz de tensiones. 

2. " La dilatación cúbica unitaria e. 


I ." Para una función de Love que no dependa de 0, las tensiones normales vienen dadas 
por las ecuaciones (8.6.8). 
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El invariante lineal © de la matriz de tensiones lo obtenemos sumando miembro a 
miembro estas tres ecuaciones: 


0 = a p + a„ + a. = — I pA<J> + 2A</> - 


d 2 (f> I dtp 


dp p dp 

= j z (pA<l> + 2A0 - A<j>\ = U1 +/i)A 4 


es decir: 

| Q = (I + /<> -^ A0 

2." Para el cálculo de la dilatación cúbica unitaria sumaremos miembro a miembro las 
expresiones de las deformaciones en función de las tensiones dadas por las leyes de Hooke: 

e = z p + t„ + c : =^ [0 — 2 /i 0] = © 

y teniendo en cuenta la expresión de © obtenida anteriormente, sustituyendo, se obtiene: 

(1 +//)(! — 2/i) d 
1 e = - J - pZ A< ^ 

8.5. Dada la función de Love en coordenadas cilindricas 

* = 3z ’’ + l pl 

1. ” Comprobar qué es una función biarmónica. 

2. ° Hallar la solución de tensiones que de ella se deduce. 

3. " Calcular las componentes del vector corrimiento en función de sus coordenadas ci¬ 
lindricas. 


Calculemos primeramente la laplaciana de la función de Love 
P 2 d> I rtb d 2 d> 20 

A <A = T-7 + - / + T^ = T + 18 ' 

¿V P ?P ¿Z 3 


La bilaplaciana será: 


A 2 tp = 


' d 2 I d 
+ - ~ + 
cp p óp 



= 0 


Queda comprobado, por tanto, que la función dada es una función biarmónica. 

2." La solución de tensiones se obtiene directamente aplicando las fórmulas (8.6.8), ya que 
la función de Love dada resuelve el problema elástico en un estado axilsimétrico en el que se 
anula la componente circunferencial del vector corrimiento. 
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°-‘k ( ,lA *-|?)-s [" (y +, 8 -')-y]- 18 " 

"•-i {"‘t [" (y+ l8 -’) - y] = 18 " 

^ .-J, [l 2 -''l A *-^7] = ¿ [l2 - (f + '*•-)- IS--J- 18(1 

«-£["- ~ S]“ i [»- ■ « (y +18; ) -H - 0 


es decir 


a p = a 0 = 18 p 
«T. = 18(1 — /í) 

V- = 0 

| [v = t fc = o 


3." Aplicando (8.6.4). se liene: 


u = 


I <' J (/> I + // < ' 1 2 3 i/> 
2 G Opte E dpt'z 


1 +/« 
E 




(1 - p)A<J) 



Las componentes del vector corrimiento son. pues 


40 

TI 

y (1 -/()+ 18(1 



8.6. Un cilindro de revolución de radio R = 25 cm, de peso depreciable y altura h - 150 cm está 
sometido a una solicitación exterior que presenta simetría axial. Las fuerzas exteriores están 
aplicadas en la superficie lateral, normalmente a ella, originando una distribución de tensiones 
que varían linealmentc con la altura, de la forma que se indica en la Figura F8.6. 

Sabiendo que el coeficiente de Poisson vale /< = 0,1 y que la función de tensiones es un 
polinomio de cuarto grado, se pide: 

1. ° Determinar la función de Love. 

2. " Deducir las expresiones de las tensiones en un punto cualquiera del cilindro. 

3. ° Hallar la dilatación cúbica e. 
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1." Por presentar simetría axial el cuerpo elástico que se considera, la función de Love (/> 
es independiente de la coordenada tí. Por otra parte, como al cambiar p en -p la función </> no 
varía, la expresión polinómica de t/> tiene que carecer de términos impares en p. Sea ésta: 

(f> = A p* + Bp 2 z 2 + C z* + Dp 1 z + £z 3 


habiendo prescindido de los términos de segundo grado por no intervenir en la solución de 
tensiones. 

La laplaciana de <¡> es: 


A (/> 


d 2 t¡) I d</> d 2 <¡> 

-r—j + - -r- + -r-r = (16A + 2B)p 2 + (4 B + l2C)z 2 + (4 D + 6 E): 
<7> P <’P <’z 


La condición de biarmonicidad nos da la ecuación: 


A 2 0 = 2(I6A + 2 B) + 2(16 A + 2 B) + 2(46 + I2C) = 0 


es decir, simplificando: 


8A +2B + 3C = 0 (I) 

relación que tienen que verificar necesariamente los coeficientes. 

Las otras ecuaciones que permiten calcular los coeficientes las obtenemos al imponer las 
condiciones de contorno a las tensiones que se deducen de 0, según se desprende de (8.6.8). 
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/<A0 


< l2 4>\ r . 


(4 B + 12C): + 4D + 6£] - (4 Bz + 2 D) 


yiA</> - ~J^j = /'[2(4fí + !2C)r + 4D + 6£] - (4Bz + 2D) 
j^(2 - n)\<t> - J = (2 - //) [2(4B + l2C)z + 4 D + 6 £] - (24Cz 
|^(l -/<)A0-^-yl = (l — //)2(16A + 2B)p-4Bp 


6 E) 


Condiciones de contorno: 


• Para p = 25 cm; a p = kp/cm 2 ; z p; = 0 

a fi = -z => -z = //[2(4B + l2C)z + 4D + 6£] - 4Br - 2£> 

__ í -I = 2/<(4B + 12C)-4B (2| 

"* 1 0 = 4//D + 6/i£-2D (3) 

V- = 0 => 0= 2(1 -/j)(I6A + 2B)-4£ (4) 


• Para z = ±75; a. = 0; x„. = 0 

*«-0 => 0 = (2 - /<)[± 150(40 + I2C) + 4D + 6£] + 24 - 75C - 6£ = 0 (5) 

V = ° => 2(1 -/0(16A +2B)-4B = 0 (6) 

El sistema formado por las ecuaciones de (I) a (6) es compatible y determinado. Resolvién¬ 
dolo se obtienen las soluciones: 


A 


I 

352 : 


B-l; 

44 


La función de tensiones de Love será: 



D = £ = 0 


2.” Sustituyendo los valores de los coeficientes en la solución de tensiones se obtiene ésta, 
válida en todos los puntos del cilindro 



La dilatación cúbica unitaria es: 
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Sustituiremos las expresiones de las deformaciones en función de las tensiones, según las 
leyes de Hooke, y éstas en función de las coordenadas aplicando la solución de tensiones 
encontrada anteriormente 


= j- O,, - + <r -)] = — (! - //) 

l ‘o = g K - /'(ffp + <t : )] = (I - /<) 


K z = -p O- - + ff„)] = -7^ 

L L 


1 J " " - /r £ 

8.7. Un cilindro de 50 011 de radio y 140 cm de altura, de fuerzas de masa nulas, está sometido a un 
estado axilsimétrico mediante la aplicación de unas fuerzas exteriores normales a su superficie 
lateral, que varían linealmente con la altura, como se indica en la Figura F8.7. 




Sabiendo que el estado elástico del cilindro admite una función de Love de tipo polinómico de 
cuarto grado, y que el coeficiente de Poisson toma el valor // = 0,1, se pide: 

1. " Hallar la solución de tensiones en un punto cualquiera del cilindro. 

2. " Calcular los vectores tensión en los puntos de coordenadas cilindricas 


/-. n r\ 

( 

( 24 ,-,8 v /3j, 
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correspondientes a los planos que admiten las rectas OA y OB. respectivamente, como líneas de 
máxima pendiente, respecto a la sección recta del cilindro. 

Las coordenadas /> y z están dados en cm. 


I.” Por las mismas consideraciones de simetría que se han hecho en el ejercicio anterior, y 
teniendo en cuenta el resultado obtenido allí con el mismo tipo de solicitación exterior, la 
función de Love que nos resuelve el problema elástico en el cilindro considerado será de la 
forma: 

<¡> = A /> J + B ¡rz 1 + Cz 4 


La condición de biarmonicidad que tiene que cumplir esta función se traduce en la 
ecuación: 


8A + 2B+ 3C = 0 


Las otras ecuaciones que permiten calcular los coeficientes A. B y C, las obtenemos al 
imponer que las tensiones que se deducen de t¡>. según (8.6.8). verifican las condiciones de 
contorno. 


<rp — —; - ^4) = 2//(48 + 12Oz -4 Bz 

n„ = -J- ( uAif> - - ^ I = 2/i (48 + 12C)r -4 Bz 

ib V 8 *V/ 

1 ff. = T(2 - n)A(f> - = 2(2 - //)(4B + 12C)z - 24 Cz 

r (1 . = ^ |(l - ,i)A(f> - = 2(1 - //)(16A + 28)/- - 48/» 

\,o = = 0 

• Para /- = 50 cm; rr ( , = -2z kp/cm 2 : x p . = 0 

o ( , = 2/t(48 + I2C*)- - 4Br = -2c => 2/<(48 + I2C) - 48 = -2 (2) 

r p . = [2(1 — /t)(16/1 + 28) — 48]50 = O =• 2(1 -/t)(l6A + 28) - 48 = O (3) 

• Para r = + 70 cm; <t_ = 0; T p: = 0 

o_ = 2z[(2 — /i)(4 8 + 12C) — I2C] = 0 => (2 - /<)(4B + 12C) - 12C = 0 (4) 

t„.= [2(1 -/i)(I6A +2B)-4B)] = 0 => 2(1 -/t)(l6A + 28) - 48 = 0 (5) 

Del sistema lineal de ecuaciones formado por las ecuaciones (I) a (5) se obtienen las 
soluciones: 


A 


I 

L76 ' 



C = 


19 

66 
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la función de Love será: 


4> = 


176 


]9 4 
66 " 


Sustituyendo los valores de los coeficientes en las expresiones de las tensiones se obtienen 
la solución de tensiones pedida, válida para cualquier punto del cilindro. 



2." Respecto de la referencia local, el vector unitario u normal al plano que tiene a la 
recta OA por línea de máxima pendiente, tiene de componentes (Fig. E8.7/>). 





El vector tensión en el punto A correspondiente a este plano será 



h 

0 

°1 


1-'*) 


1 8v/5 \ 

>'] = [71 [(V] = 

0 

- 2 : 0 


0 


0 


lo 

0 

•1 


\4¡ 


l 0 


Vemos que su línea de acción se apoya en el eje de simetría del cilindro, es perpendicular a 
él y tiene de módulo 8^/3 kp/cm 2 . Sus componentes intrínsecas son: 


| | = O ü = [w] r 

|~T~|= ff-Ü' = [ÍÍ'] T 


• [g] = — 4 y/3 kp/cm 2 = 
[g] = 112 kp/cm 2 j 


6.92 kp/cm - 








356 ELASTICIDAD 


En el punto B, el vector unitario u normal al plano que tiene a la recta OB por línea de 
máxima pendiente, tiene de componentes (Fig. E8.7c). 



V 

Figura F8.7c. Figura K8.7r/. 

El vector tensión en el punto B correspondiente a este plano será: 



h 

0 0 



n 

:¿] = [73 = [rj[u]= j 

0 

-2: 0 

0 


0 


1° 

0 0 / 

\'/2 ) 


\oj 


También la línea de acción de este vector tensión se apoya en el eje de simetría del cilindro 
y es perpendicular a él. Su módulo es de 72 kp/cm 2 y tiene de componentes intrínsecas 


<t„ = a ti = [u] r [ff] = 36 n /3 kp/cm 2 = 62,35 kp/cm 2 
x = (T it' = [i/'] r [<7] = 36 kp/cm 2 


es decir 


a a = 62,35 kp/cm 2 ; t = 36 kp/cm 2 


8.8. Una determinada solicitación exterior aplicada al sólido elástico que tiene la forma indicada en 
la Figura E8.8 crea un estado tensional axilsimétrico cuya función de Love es 

4> = V + ^ p 1 
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Conociendo el coeficiente de Poisson se pide: 

1. " Calcular la matriz de tensiones en cualquier punto del sólido. 

2. ° Dibujar las distribuciones de tensiones normales y tangenciales en el contorno. 



La matriz de tensiones del estado cuyo problema elástico se resuelve con la función de 
Love dada ha sido hallada en el Ejercicio 8.5. 


m = 


1 8 // 0 0 \ 

0 18/1 0 

\0 0 18(1-/,)/ 


El vector unitario normal a la base es u (0, 0, I). El vector tensión en cualquier punto de la 
misma es: 

[«] = mc«] = ( o ] 

\ 8(1 — n)J 

es decir, sobre las caras superior e inferior del sólido elástico que se considera actúan tensiones 
de tracción de valor constante igual a 18(1 — /,). 

Para calcular las fuerzas de superficie sobre el área lateral, consideremos un plano tangen¬ 
te. cuyo vector unitario en un plano meridiano (Fig. E8.8u). Las componentes de ,7 respecto de 
la terna de vectores de base de las coordenadas cilindricas son: 
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/| 8/1 

0 

0 

2 ^ 


1 9/(^3 

[»]- j 

0 

18/i 

0 

0 


0 


lo 

0 18(1-/t) / 

Ui 


^ -9(1 - /O / 


Sus componentes intrínsecas son: 

- - 27/í 9(1 - //) 9(1 + 2/i) 

n„ = au = —+ ^— =-j- 

. 9|í 73 973(1-/0 9 (1 - 2/i) 

x = a u =-r— + —— -= —--- 

Con estos resultados y teniendo en cuenta las simetrías, se representan en la misma Fi¬ 
gura E8.8/> la distribución de tensiones normales (a la derecha) y tangenciales (a la izquierda) 
en los puntos del contorno de una sección meridiana del sólido de revolución dado. 



Figura E8.8Z». 
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8.9. El estado elástico creado en un medio infinito por una carga concentrada 2 P que actúa en un 
punto interior del mismo, se puede resolver mediante una función de Love de la forma 

<f> = A r 

siendo A una constante y r la distancia existente entre el punto O de aplicación de la carga y un 
punto genérico del medio (problema de Relvin). 

1. ° Comprobar que se verifica la condición de contorno de ser nulas las tensiones en el 
infinito. 

2. " Calcular el valor de la constante A. 

I.° Expresemos la función de Love dada en coordenadas cilindricas 
0 = A r = A (/r + z 2 ) 1 '* 


Para calcular la matriz de tensiones en cualquier punto del medio infinito que se considera, 
calculemos previamente la expresión de la laplaciana de la función de Love. 


. , í i2 0 I rd> d I d> , , . 

= + - ^ + T 4 = 2A(p 2 + z 2 ) 1 

<P P dp <V 


La solución de tensiones se obtiene aplicando las ecuaciones (8.6.7). 






A (I - 2 /i): 


a -- = ¿ [< 2 “ ~ ¿t] = ~ A [ “ ^ )Z + ~r] 

ZpO= *(*) = 0 

opiítoz \pj 


De la simple observación de estas ecuaciones se deduce que la solución de tensiones es singular 
en el origen y se anula en el infinito, c.q.d. 
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2." Consideremos la porción de medio comprendida entre dos planos paralelos de ecua¬ 
ciones z = ±h (Fig. E8.9/>). 

El equilibrio de esta porción del medio exige que la proyección sobre el eje z de las fuerzas 
2 P y las engendradas por las tensiones normales <r_ en las superficies de los planos superior e 
inferior sea nula. 



Figura E8.9a. 


Figura E8.9Z». 





9 

Elasticidad bidimensional 
en coordenadas polares 


9.1. Estado de deformación plana 

En el Capítulo 6 hemos definido los estados de deformación plana y de tensión plana. En 
ambos estados hemos formulado el problema elástico en coordenadas cartesianas. Tratare¬ 
mos ahora de formular el mismo problema cuando sea aconsejable, a la vista de la forma y 
simetrías del sólido elástico y del sistema de fuerzas aplicadas, adoptar un sistema de re¬ 
ferencia de coordenadas polares. 

En un estado de deformación plana , según vimos, las componentes del vector desplaza¬ 
miento son: 


u = u( (>,()); v = v(p,0); iv = 0 (9.1.1) 

Las deformaciones se obtienen de forma inmediata particularizando las expresio¬ 
nes (8.4) correspondientes, teniendo en cuenta las relaciones anteriores. 


_ cu u | da 

dp' 0 p p dO' 


p dO dp 



(9.1.2) 


Como consecuencia de ser nulas y 0 , y y p _ se anulan las tensiones t„. y r .. Por otra parte, 
de la ecuación = 0, en virtud de la ley de Hooke, se deduce: ‘ ' 


~ g — ido p + <7 0 )] = 0 => a. = p(a p + a 0 ) 


361 
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Por tanto, las leyes de Hooke en coordenadas polares en el caso de deformación plana 
toman la forma: 


- /'K, - pa¿\ 

- /'K - H<Tp] 

, (9.1.3) 

= - [a. - p(a p + ít 0 )] = 0 



^ + *=)] = + £ ^ [(■ 
>■„ = ^ Oo ~ + <01 = * [(1 


Sobre las caras que limitan el entorno elemental de un punto existirán, en general, las 
tensiones que se indican en la Figura 9.1, en la que se han representado todas las mag¬ 
nitudes positivas. 



Las ecuaciones de equilibrio se obtienen particularizando las ecuaciones (8.2.1) de coor¬ 
denadas cilindricas al caso de coordenadas polares. Si f,(F p , F„, 0) son las fuerzas de masa, 
estas ecuaciones se reducen a: 


da„ 1 ex a 

F„ + Y; + - 
* ep p el) 

1 da a dx^ „ r,„ 

F 0 h- — + + 2 

p d0 ep p 


(9.1.4) 


La ecuación de compatibilidad se obtiene también de forma inmediata apoyándonos en 
la obtenida en coordenadas cartesianas, teniendo en cuenta que 


°x + a y = a P + a t 
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en virtud del invariante lineal de la matriz de tensiones, del hecho que a. es la misma en los 
dos sistemas de referencia y ambos (cartesianas y cilindricas) son trirrectangulares. 

La ecuación (6.3.7) se convierte en: 


A(<t„ + n 0 ) = ~ -div t 

\ - H 


(9.1-5) 


en donde los operadores laplaciana y divergencia vienen dados por las expresiones (8.1.2) 
y (8.1.4), particularizadas para coordenadas cilindricas planas: 


— I jL 

dp 2 p 8p p 2 80 2 


di vf r 


d l>+ X Jlo 

dp p 89 


F], 

(> 


(9.1.6) 

(9.1.7) 


En el caso de fuerzas de masa constantes o nulas, la ecuación (9.1.5), se reduce a 


A(ff,, + <r 0 ) = 0 


(9.1.8) 


9.2. Estado tcnsíonal plano 


Se diferencia del estado de deformación plana, según vimos, en que ahora w no es nula, sino 
función de la coordenada que se mide en dirección perpendicular al plano director, es decir, 
= w(z). Las otras dos componentes siguen siendo independientes de esta coordenada 

u = u(p, 0 ); v = v(p, (i): »v = iv(z) (9.2.1) 

Las deformaciones, salvo e., tienen las mismas expresiones que en el caso de deforma¬ 
ción plana, es decir: 


• 8 ti ti 1 8v 

p 8p' p p 80' 

_ \ 8u Ov r 

YpO 3 ^ . /(); 

. p 80 8p p 



(9.2.2) 


También aquí se anulan las tensiones x„. y T p: , así como a., por lo que las leyes de 
Hooke serán: 


1 

Kp = E ((tp ~ 

1 

l: 0 = p(°B ~ t ,(T p ) 

í; = = -1 K + <T fl ) 
y p ° = 7o z — y pz = ^ 


(9.2.3) 
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Al ser a. = O, todas las tensiones que actúan sobre el volumen elemental estarán con¬ 
tenidas en el plano director, por lo que será posible una representación plana, como la 
indicada en la Figura 9.2. 



Las ecuaciones de equilibrio interno son las mismas (9.1.4) del caso de deformación 
plana. 

En cuanto a la ecuación de compatibilidad que corresponde al estado de tensión plana, 
haciendo las mismas consideraciones hechas anteriormente se llega a: 

A(<r p + (t„) = - (1 + /<) di \f r (9.2.4) 

ecuación que en el caso de ser constantes o nulas las fuerzas de masa se reduce a 

A (<r p + a 0 ) = 0 (9.2.5) 

Vemos, pues, que si las fuerzas de masa son nulas, constantes o, aun siendo variables.se 
anula su divergencia, la ecuación de compatibilidad en los estados de deformación plana y 
en los de tensión plana es la misma. 


9.3. Función de tensiones en coordenadas polares 


En los casos de estados de deformación plana o de tensión plana en los que se anule la 
divergencia de las fuerzas de masa se puede obtener la solución de tensiones a partir de una 
función de Airy <p = 0(/>, 0 ), de la que se deducen las tensiones de la forma siguiente: 



1 d<¡» 1 d 2 <¡> 

p dp p 2 dO 2 


cp 



(9.3.1) 
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Se comprueba que estas tensiones verifican idénticamente las ecuaciones (9.1.4) de equi¬ 
librio interno. En efecto: 


oa p 1 d<¡> 1 d 2 (p 2 d 2 <f> I d 3 (p 

dp p 2 dp p dp 2 p 3 dO 2 p 2 d0 2 dp 

\_oz £l= \_d 2 ^ _ 1 d 3 <p 
p dO p 3 dO 2 p 2 dO 2 dp 
a p — a„ I /1 (>(/> 1 c 2 <p d 2 <p\ 

p p \p dp p 2 d() 2 dp 2 ) 


+ l ( \o , °p ~ a o 

dp p dO p 


1 0a„ I d 3 <f) 

p ~d0 = p dp 2 dO 

foj* = _ A ^ + L _ i 

dp p 3 dO p 2 dO dp p dp 2 d0 
2 ^o ^ 2 W 2 d 2 <p 
p p 3 dO p 2 dp dü 


p dO 




P 


= 0 


Para que cumpla la condición de compatibilidad (9.1.8) o (9.2.5), se tiene que verificar: 


A((T ( , + (T„) = 



±d_ [d^ ^_d 2 (p\ 

p dp + p 2 do 2 )\dp 2 + p dp + p 2 do 2 ) 


o 


es decir, la función ip ha de ser biarmónica 

A 2 0 = 0 (9.3.2) 

La resolución del problema elástico en casos de deformación plana o tensión plana se 
reduce, pues, a encontrar una función (¡> = <p(p, 0) que sea biarmónica y las tensiones que de 
ella se deducen, dadas por las ecuaciones (9.3.1), satisfagan las condiciones de equilibrio en 
el contorno. 


9.4. Distribución simétrica de tensiones respecto a un eje en casos 
de deformación o de tensión planas, sin fuerzas de masa 

Supongamos que tenemos un sólido elástico con simetría axial tal que la distribución de 
fuerzas exteriores nos permita afirmar que se trata de un caso de deformación plana o de 
tensión plana, cuyas tensiones presentan simetría respecto a dicho eje. En este caso las 
tensiones dependen exclusivamente de p, por lo que la función de Airy será de la forma 
t> = <P(pl 

La condición de compatibilidad se reduce a: 
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Desarrollando, se obtiene: 


, d A d> 2 d 3 d> 1 d 2 <p 1 dtp 
A 2 (f> = + --A - ^~ri + ^-¡~ 

dp p dp p- dp p 3 dp 


(9A2) 


ecuación diferencial, que se resuelve haciendo el cambio de variable p — e\ o lo que es lo 
mismo t = Lp, obteniendo: 


d 3 <¡> d 2 <¡> 

4 ^T + 4 ^T 


(9.4.3) 


ecuación diferencial homogénea de cuarlo orden de coeficientes constantes. Su ecuación 
característica r 4 — 4 r 3 + 4r 2 = 0 tiene de raíces 


r i — r 2 — 0; r 3 — /‘ 4 — 2 
por lo que su ecuación integral será: 

0 = Al + D + (Bt + C) e 21 (9.4.4) 

Teniendo en cuenta que t = Lp, la función de Airy en función de p, resulta ser: 

0 = ALp + Bp 2 Lp + Cp 2 + D (9.4.5) 

en la que A, B, C, D, son constantes de integración. 

La solución de tensiones que se deduce de esta función de Airy es: 

= A + B{\ + 2 Lp) + 2 C 
P dp p ¿ 

(t« = t4= - A + *( 3 + 2 Lp) + 2 C (9.4.6) 

dp 2 p ‘ 

r (lH = 0 

La solución obtenida es válida tanto para un estado de deformación plana como 
tensional plano. La diferencia estriba en que en el primer caso a : existe y tiene de valor 
a. = //(ít ( , + o B ), mientras que en el segundo o. = 0. 

Las constantes de integración se determinarán en cada caso imponiendo las condiciones 
de contorno. 

Para calcular las deformaciones no resulta difícil obtener las componentes del vector 
corrimiento integrando las ecuaciones diferenciales que se obtienen al igualar las deforma¬ 
ciones dadas por las leyes de Hooke en función de las tensiones [ecuaciones (9.1.3) en casos 
de deformación plana, o ecuaciones (9.2.3) en estados de tensión plana], a las expresiones de 
éstas en función de u y v. 
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9.5. Análisis elástico de una tubería cilindrica de pared gruesa 
sometida a presión 

Consideremos ahora una tubería de pared gruesa, cuya sección recta es una corona circular 
de radios /?, y R 2 , sometida a presión interior uniforme p , y presión exterior p 2 , también 
uniforme (Fig. 9.3). 



Es evidente que por la simetría de forma y de solicitación externa que presenta la tubería 
en estas condiciones, el estado elástico de la misma será de deformación plana en el caso que 
los extremos estuvieran fijos, y de tensión plana en el caso que estuvieran libres. En ambos 
casos existe plano director, perpendicular al eje de la tubería. 

Podemos aplicar lo expuesto en el epígrafe anterior, es decir, la solución de tensiones 
será de la forma 


a, ,= -5 + B(\ + 2Lp) + 2 C 
P 

a, = -A + 3 + 2 Lp) + 2 C (9.5.1) 

P 

V = 0 

Veamos que la constante de integración B debe ser nula. Para ello consideremos los 
desplazamientos, suponiendo que el estado elástico es de tensión plana. Si se tratara de 
deformación plana el razonamiento es el mismo, asi como el resultado, aunque las fórmulas 
a utilizar sean distintas. 

Así pues, sustituyendo los valores de las tensiones (9.5.1) en la primera ecuación (9.2.3), 
se tiene: 


du 

dp 


I 

- po B ) 


1 [ O + P)A 
£ L P 2 


+ 2B[\ 


p)Lp + (I 


3 p)B + 2(1 


P)C 
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de donde integrando: 

1 T (1 + u)A 1 

« = “ I- j— + 2(1 - p)BpLp + (I + p)Bp + 2(1 - p)Cp + f(0) (9.5.2) 

siendo/( 0) una función que depende exclusivamente de 0. 

De la ecuación que se obtiene al igualar las dos expresiones de i: 0 de (9.2.2) y (9.2.3) 



P 


1 dv 

pM 


I 

^ K - P° p ) 


se puede despejar — y sustituir u por su expresión (9.5.2) 


m ~ e (fI,t “ 


= - T - 1 

E 


P)A 


+ 2(1 - p)BpLp + (3 - p)Bp + 2(1 - p)Cp 




4 Bp 


- m 


(9.5.3) 


Integrando, se tiene: 

i’ = ~ 0 - |/(0)« II) + J\(p) (9.5.4 

siendo/j(p) una función que depende exclusivamente de p. 

Ahora bien, como x p0 = 0 también se anula y ((B . De la ecuación (9.2.2) correspondiente 
teniendo en cuenta las expresiones de ii y v obtenidas, se deduce: 


^ 5 m + 3 »_£ = 0 => 1 ll H°) + 

p SO dp p p (10 tlp 


1 

P . 


f(0) JO 



Como se satisface en todos los puntos de la tubería, se habrá de verificar: 


dftiP) _fi (P) 

Jp p 


df(0) 

JO 


f(0) JO = 0 


de donde se deduce: 


fi(p) = k,p ; f(0) = k 2 sen 0 + eos 0 
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por lo que la expresión (9.5.4) de la componente v del vector corrimiento tomará la forma: 
4 Bit 

v = 0 + k ,/> + k 2 eos 0 — A , sen 0 (9.5.5) 


Sin necesidad de determinar las constantes arbitrarias de integración que aparecen en 
esta expresión vemos que B se tiene que anular, ya que el término 0 sería multiforme en 


cada punto de la tubería al aumentar 0 en un número entero de 27r, lo que es físicamente 
absurdo. 

Por tanto, las ecuaciones (9.5.1) se reducen a: 


a=-j + 2 C 
P 

o 0 = -4 + 2C 
P 

T,j. =0 


(9.5.6) 


Determinemos los valores de las constantes de integración A y B. Las condiciones de 
contorno son: 


(“r),,-*, = ~P i ; = ~Pi 

Imponiendo éstas, obtenemos el sistema de ecuaciones 


ÍI + 2C = -p , 


s + 2C = 


(9.5.7) 


cuyas soluciones son: 

(Pi ~ P 2 )*í*5 . -, r Pt R Í ~ P2 R l 
R\ - R\ ' R\ - R] 


(9.5.8) 


Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (9.5.6) se obtienen las tensiones siguientes: 


_ (/>i ~ p 2 )R]R\ P t Rt ~ P 2 R\ 

a, ‘ ~ R\ - R\ p 2 R¡ - Ri 

_ (Pl ~ P 2 ) Rl \ R l P\ R \ ~ Pl R 2 
a °~ R 2 2 - R] P 2 R 2 2 - R\ 

.V =° 


(9.5.9) 
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Figura 9.4. 


En la Figura 9.4 se representa gráficamente la variación de las tensiones <r /( y <t„ en los 
puntos de la recta diametral AB para tuberías de presión en las que />, p 2 . 

De la figura se deduce que a p , por ser negativa en todos los puntos, es de compresión, 
mientras que a 0 es positiva y, por tanto, de tracción. Tanto una como otra toman sus va¬ 
lores máximos en los puntos de la superficie interior de la tubería 


K)n«i» 


( ff fllmáx = 


/>,(/?§ + /?f - 2 p 2 R\) 

R\ - 


(9.5.: 


Para el cálculo de la variación del espesor de la tubería distinguiremos los estados de 
deformación plana y tensional plano. 

a ) Estado de deformación plana 

Utilizaremos la primera ecuación (9.1.3), sustituyendo las expresiones (9.5.6) de las ten¬ 
siones 


1 + p 


[(1 - /<K - p(T u ] 




+ 2C0 - 2/1) (9.5.11) 


La variación del espesor e de la tubería se obtendrá como diferencia entre los corrimien¬ 
tos en sentido radial de los puntos de la periferia y de los puntos de la superficie interior. Por 
tanto, integrando entre /?, y R 2 . tenemos: 


ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL EN COORDENADAS POLARES 371 


b ) Estado de tensión plana 

Utilizaremos ahora la primera ecuación (9.2.3) y procederemos de forma análoga al caso 
anterior. 


du 1 1 fA(l 4 


+ 2C(1 - 


a- = - "■ = l + 2C(I - ">] d " = 


(9.5.13) 


(9.5.14) 


En las expresiones de Ae en ambos casos las constantes A y C vienen dadas por las 
fórmulas (9.5.8). 


9.6. Disco maci/o giratorio 

En la mayoría de los problemas elásticos que se nos presentan podemos considerar nulas o 
despreciables las fuerzas de masa. Hay casos, sin embargo, en los cuales la solicitación 
externa está formada exclusivamente por este tipo de fuerzas, como ocurre en los discos que 
giran alrededor de un eje de simetría, perpendicular a sus caras planas. 

Para calcular el estado tensional que se crea en un disco de radio R cuando gira con 
velocidad angular cu, consideremos un elemento diferencial de espesor unidad en coordena¬ 
das polares (Fig. 9.5). Sean rr <( y n„ las tensiones radial y circunferencial, así como df. la 
fuerza centrífuga que actúa sobre el elemento, como consecuencia de la rotación. Evidente¬ 
mente, la tensión tangencial se anula, por razón de simetría. 


(O p + </íJ,) • (/) + ilf))clll 



Figura 9.5. 
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La expresión de la fuerza centrífuga sobre el elemento es 

df c = Sf> dO dpio 2 p = Sp z <o 2 dO dp 

siendo S la densidad del material del disco. 

Planteando el equilibrio y proyectando en dirección radial: 

2 a„ ■ dp sen l — + a p ■ pdO — (a p + da p )(p + dp) dü = dp 

Simplificando y tomando límites se llega a 


n o ~ a P ~ P 


da.. 


Sp~w~ 


Si («, u) son las componentes del corrimiento, la deformación unitaria 
du I 

c - “ T? = e'"' ~ 

siendo p el coeficiente de Poisson. 

Por otra parte, la deformación circunferencial unitaria es 

ii 1 Ov ii I 

'■o = ~ + - ^ = - = t. (“ PO p ) 
p p cU p h ' 


ya que por simetría — = 0 
De aquí, se tiene 


Derivando respecto de p 

du I 


« = ~(a„ - pa p )p 


p (da 0 


da. 


Tp = E (a °- tia > ) + E\Tp-^ 

Igualando a la expresión (9.6.4) 


I p (da., da \ 

K - = - e K ~ wj + E {7¿--rf) 

{a 0 - ff„)( 1 + P) + P~^ ~ pp ^ = 0 
cp dp 


Sustituyendo ( a 0 — a ) por la expresión (9.6.3). se tiene: 


(9.6.1) 

WdO dp (9.6.2) 

(9.6.3) 

radial está dada por 

(9.6.4) 

(9.6.5) 


(9.6.6) 

(9.6.7) 
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da . , , da . , , da 0 
p —r 1 - + Sp í u)~ + np — L + pdp-vr + p — 
dp ilp ilp 

da„ da„ , 

— 2 + — = - óp<o~ (1 + p) 

dp dp 


deT " A 

HP~T = 0 
dp 


Integrando: 


&»(I + /') , , 

=- - - p- + 2 A 


siendo 2 A una constante de integración. 
Restando la ecuación (9.6.3), se obtiene: 

da.. 


,W(3 + 'V + 2 A 


(9.6.8) 


(9.6.9) 


(9.6.10) 


Como el primer miembro de esta ecuación se puede poner en la forma: 
2a.. 


e integrando 


da P 1 d , 7 . 


d , r ¿w 2 (3 + p) , 

(P <*„) = P-^-— P' + 24 


<5<o 2 (3 + (o) 


P 4 + Ap 2 


(9.6.11) 


(9.6.12) 


(9.6.13) 


siendo B otra constante de integración. 

Despejando a p se obtiene la expresión de la tensión radial 

B Su) 2 , 

<*,, = A - j - (3 + p) — p 2 

P 8 

La tensión circunferencial a„ se obtiene de (9.6.9) 


ff» = — a„ 


&« 2 (1 + p) , 6 _ átu 2 , 

-^- - p 2 + 2A=A+--(\+ 3p) — p 2 

2 p- 8 


(9.6.14) 


/I + — - (1 + 3 p) 
P 


P 


(9.6.15) 


Si el disco considerado es macizo las tensiones son finitas para p = 0, lo que exige la 
nulidad de la constante B de integración. La otra constante se determina imponiendo la 
condición de contorno. 


K) p = r = 0 => A = (3 + p) 


Sw 2 R 2 


(9.6.16) 
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Por tanto, la solución de tensiones del disco que gira es 


(3 + n)Sui 2 , 

"» = — i — ÍR 

bar _ , 

°o = S~ [< 3 + P* R 


P 2 ) 

(1 + 3 /i)p 2 ] 


(9.6.17) 



En la Figura 9.6 se representan las distribuciones de las tensiones n f , y a„ para los puntos 
de un radio: a p a la derecha, y <t„ a la izquierda. Ambas tensiones se rigen por leyes pa¬ 
rabólicas. 

De la observación de esta figura se desprende que los valores máximos de las tensiones, 
que en todos los puntos son de tracción, se presentan en los puntos del eje de giro y que 
ambos valores son iguales 


<1,, máx = fflin 


(3 + n)d«rR- 


(9.6.18) 


9.7. Disco giratorio con orificio central 


Las ecuaciones que nos dan las tensiones radial y circunferencial son las mismas (9.6.14) 
y (9.6.15) que hemos obtenido anteriormente. 


= A 

= A 


B 

i ' 1 


Sur , 
P) P 



, i 

3"'t^ 2 


(9.7.1) 
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La diferencia con el caso de cilindro macizo estriba en que ahora son distintas las con¬ 
diciones de contorno y, por consiguiente, también serán distintas las expresiones de las 
constantes de integración. 

Para la determinación de éstas tenemos que imponer las siguientes condiciones, si /?, y 
R¡ son los radios interior y exterior, respectivamente. 



B , da) 2 , 

(*,),-«. = 0 - A ~ p ~ < 3 + /*) -g- *í = 0 

(9.7.2) 


(*,),-«, = 0 => A - - (3 + n) R\ = 0 

(9.7.3) 

De este sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas se obtienen las expresiones de A y B. 


(3 + ft) Scu 2 (R 2 + R¡) 

A 8 

(9.7.4) 


(3 + fi) &o 2 R 2 R\ 

B ~ 8 

(9.7.5) 

Por tanto, la solución de tensiones en el caso de disco con orificio central que gira, es 

] 

r ( 3 + /*> 00,2 (ni , n 2 r2 r2 .. 2 ] 

8 i' 2 ) 

(9.7.6) 


1 (¡o = 1^(3 + /t)jrt? + R¡ + - 0 + 3/t) 

(9.7.7) 



Figura 9.7. 

En la Figura 9.7 se representan las distribuciones de tensiones a p y a 0 a lo largo de un 
radio. 
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La tensión circunferencial máxima se presenta en los puntos de la superficie interior.es 
decir, para p = R x 


dar , , 

= —7- [(1 - n) R T + 2(3 + //)/?3] 
4 


(9.7.8) 


El valor máximo de la tensión radial se presenta en los puntos en los cuales se verifica 


da.. 


= 0 


2R] R\ 


2p = 0 => p = yJR, ■ R 2 


dp p- 

Sustituyendo este valor de p en la ecuación (9.7.6) se obtiene: 

(3 + p)óar 2 

= - o-( R . - * 2 ) 


(9.7.9) 


9.8. Chapa plana o laja indefinida con taladro circular sometida 
a tracción o compresión y esfuerzo cortante 

Consideremos una placa rectangular delgada en cuyo centro realizamos un taladro de radio 
r,. pequeño en comparación con las dimensiones de la misma. 

Sometida a una tracción uniforme t en la dirección del eje x (Fig. 8.9a), en virtud del 
principio de Saint-Venant, las tensiones en los puntos de una circunferencia concéntrica con 
el taladro de radio r 2 . grande en comparación con r,, son las mismas que existirían en la 
placa si no hubiera taladro. Las expresiones de estas tensiones en coordenadas polares, 
tomando el centro de la placa como polo y el eje .v como eje polar, se obtienen de forma 
inmediata utilizando el circulo de Mohr (Fig. 9.8/>). 

a p = l - + - eos 20 

< <*„ = J - ¿ eos 20 (9.8.1) 

Tp„ = — sen 20 
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Veamos cuál es la solución de tensiones en los puntos de la placa sabiendo que en los 
puntos de la circunferencia de radio r 2 las tensiones tienen los valores dados por las ecua¬ 
ciones anteriores. Expondremos la solución dada a este problema por G. Kirsch, que ha 
sido confirmada mediante ensayos fotoelásticos y medidas extensométricas. Consiste en 
considerar este estado como suma de los dos siguientes: 

Estado I: (ff„) ( ,= rj = ^ (9.8.2) 

decir, una presión uniforme con las condiciones de contorno: 

(<r,,) (1=ri = 0 ; (rx, 

^ eos 20 

Estado II: i f (9.8.3) 

) (T p o),,=r ; = - J sen 20 


derivando este último de una función de Airy de la forma: 

<¡> = J\p) eos 20 (9.8.4) 


en donde f(p ) es una función que depende exclusivamente de />. 

Al estado I podemos aplicarle la solución (9.5.6) obtenida en el estudio elástico de la 
tubería de pared gruesa expuesto anteriormente, que verifica, como se vio, las ecuaciones de 
equilibrio y las de compatibilidad. 

Para el cálculo de las constantes de integración A y C haremos en (9.5.8) p, = 0; 



consideraremos despreciable el cociente 







Por tanto, la solución de tensiones del estado I en los puntos de la placa será: 
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So = O 


i + 2C = -‘Si J_ + 

2 p 2 

~ + 2C = -'SÍ 1 

f> 2 p 2 




(9.8J) 


- d 0 et o er . mÍnemOS l ,a runci0n / '^ im - 


A 0 = —f + 


I íl0 1 


_ /</*/• , I df 4/ 


(>p ‘ p °P P 2 M 2 W + p dp 
la ecuación de compatibilidad será: 


eos 20 


— + 

ih >2 p dp P 


m 


¿ 4/ 

p dp p 2 


cuyo desarrollo nos da: 


^~ + -^-l t JlL. 9 ‘H 
(, P* P d P 3 l > 2 dp 2 + p 2 dp ~ ° 


19.8.6) 


díta^ de v ^able p = e=, a la ecuación 


d*[ d 2 , 

dS 4 JP 


4 ^ + I 6 í-° 


19.8.7) 


cuya ecuación característica r 4 - 4 r 2 - 4 r 2 + ia- _ n . 
rj = ~ 2:r * - 

/(/>) = Ae 2s + Be*- + Ce~ 2z + o 

en donde A, BCyD s „n constantes de ¡ntegractón 

shactendo e, cambio de variable, la función ¿de Air, para el criado „ S erá. 

* = ( Al, ‘ + *d 4 + p + Dj eos 211 m 


de la que se deduce la solución de tensiones: 
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a ii = i £¡0 + J_ 

p p dp p 2 dO 2 


6C 4D\ 

24-1—t H-=- eos 20 

P P ) 


4' = = (24 + \2Bp 2 + 


eos 20 


(9.8.9) 


0 \ 


dp \p dO 


= ( 2A + 6 B p 2 ~y ) scn20 


Sumando las tensiones correspondientes a los estados I y II, dadas por las ecuaciones 
(9.8.5) y (9.8.9) se tiene: 


o=-\ - 


.. 6 C 4D\ 

24 H—r + —r I eos 20 
P P ' 


a o = z I + 


p) + ( : 

T ,.0 = ^24 + 6 Bp 2 - ~ sen 20 


24 + I2flp 2 + — ) eos 20 (9.8.10) 


Determinemos las constantes <4, B, C, D imponiendo las condiciones de contorno. 
Para p = r,: 


<T„ = 0 

=> 24 

6 C 41) 

+ -T + -i- = 0 



n n 

V = 0 

=► 24 

, , 6 C 2 D 

+ 6Br 2 ¡ -t-=- = 0 

r. r r 


Para p = r 2 = 00 

ff,, = ^ ^ eos 20 = - 24 eos 20 => A = —^ 

V = - ^ sen 20 = (24 + ófírf) sen 20 => fí = 0 

De las dos últimas ecuaciones de contorno se han obtenido directamente los valores de 
Ay B. Con las dos primeras se calculan las otras dos constantes: 


rfí 

T ' 



Sustituyendo estos valores en (9.8-10) se obtiene, finalmente, la solución de tensiones en 
los puntos de la placa con taladro considerada, debida a la tracción 1 en la dirección del eje 
polar 
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a i> 



H 1 

t (. 


1 ( 


. r ¡ 


1 + 3 -4 

- 4 4 

pj 2 \ 

P 

P. 

i-? \ tí 




' +34) 

P ) 

eos 20 



2 4) sen 20 

P J 


(9.8.11) 


Estudiemos las tensiones en el borde del taladro. Las ecuaciones anteriores para p = r l 
se reducen a: 


(<T p = ° 

¡a 0 = t - 2l eos 20 (9.8.12) 

k = o 

Evidentemente, la distribución de tensiones presenta simetría en torno al centro del 
taladro. 

Representando gráficamente la tensión n„ mediante el diagrama cartesiano o radial in¬ 
dicados en la Figura 9.9 observamos que los valores máximos de (t 0 se presentan en los 
extremos a y h del diámetro del taladro perpendicular a la dirección de tracción. Este valor 

máximo se obtiene de (9.8.12) haciendo 0 = 

(<r 0 ) lll4 , = 3f 




Figura 9.9. 


es decir, en estos puntos se presenta la máxima tensión normal a 0 de tracción, cuyo valores 
el triple de la tensión de tracción aplicada a la placa. 
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En los puntos extremos del diámetro que tiene la misma dirección que la tracción, ha¬ 
ciendo 0 = Oo0 = 7ren (9.8.12), tenemos: 

a 0 = / - 2t = -t 


es decir, una tensión de compresión del mismo valor absoluto que la tensión de tracción 
aplicada a la placa. 

Para la sección recta de la placa que contiene el centro del taladro y es perpendicular a 
la dirección de la tracción, las ecuaciones (9.8.11). haciendo 0 = nos dan: 



(9.8.13) 


cuya representación gráfica se indica en la Figura 9.10. Nos valemos de la simetría que 
presentan las tensiones a lt y n 0 respecto del centro del taladro para hacer figurar la variación 
de ambas en un mismo gráfico, utilizando la parte superior para representar o„ y la inferior 
para representar ct () . 



Figura 9.10. 
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_ v ? H e 'l? b , Ser r ÍÓn f de 13 5 gUra SC deduCe que el taladro P rov «ca localmente en los puntos 
a y b de su borde un efecto de concentración de tensiones. En estos puntos a 0 toma el valor 

m¿meaI P vaío P r i r tOS ** " Cd6n m¿S a ' ejad ° S del Centro del a g u J ero decrece rápida- 

a “' por el contrario, es una función creciente a partir de cero en el borde hasta 

p = r i \/^ en cuyo punto presenta un máximo relativo de valor (< 7 ( ,) miis = —, para decrecer 

de forma rápida asintóticamente a cero. 

eviHpnt™ 11 ! hem ° S SUP r- eS, ° ? UC la pk,ca cstaba ^metida a tracción en una dirección. Es 
vidente que las mismas formulas (9.8.11) serán aplicables al caso de una solicitación de 

5°uTenTon«sTndria d ' K ‘ XÍÓ " " ' Je P °' ar S¡ " más que c °" sidCTar " si S"“ ^ú,o 


mw j n m 



l TT ttfjtttttl 

Figura 9.11. 


nol-fr íFia P Q 7nu.il PlaCa Una le u SÍÓn dc compresión t en dirección perpendicular al eje 
polar (Fig. 9.11), las tensiones se obtienen aplicando las mismas fórmulas (9.8,11) teniendo 

en cuenta que 0, = 0 — — y, por tanto: 


eos 20, = eos (2 tí ~n)= -eos 20 ; sen 20, = sen (20 - n) = -sen 20 



(9.8.14) 
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Figura 9.12. 


A partir de las soluciones de tensiones que hemos obtenido para el caso de tracción en 
dirección del eje polar y compresión en dirección perpendicular a éste, la solución de ten¬ 
siones para la acción simultánea de ambas solicitaciones (Fig. 9.12), en virtud del principio 
de superposición, será: 



La distribución de tensiones en el borde del taladro es ahora: 

< a o = -4/ eos 20 (9.8.16) 

U« = 0 


uya representación gráfica se indica en la Figura 9.13. 




384 ELASTICIDAD 



Figura 9.13. 


De lo anterior se deduce el efecto producido por una tensión tangencial uniforme apli¬ 
cada en los bordes de una placa de grandes dimensiones. En efecto, si la placa es de grandes 
dimensiones, como hemos supuesto, en los puntos suficientemente alejados del centro del 
taladro podemos despreciar el efecto de éste, en virtud del principio de Saint-Venant, y asi, 
en los puntos de una placa contenida en aquélla cuyo centro coincide con el del taladro y 
sus lados forman 45 con las direcciones de tracción y compresión, existe un estado len- 
sional de cortadura pura cuya tensión es precisamente t (Fig. 9.14). 
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Es decir, la solución de tensiones para una placa cuadrada de grandes dimensiones en 
cuyo centro realizamos un taladro y la sometemos a una tensión tangencial uniforme t en 
sus lados, será la dada por (9.8.15) tomando como eje polar una de las diagonales. En el 
borde del agujero de esta placa el valor máximo de a 0 se presenta en los puntos de intersec¬ 
ción del mismo con las diagonales y su valor es cuatro veces mayor que la tensión tangen¬ 
cial aplicada. 


9.9. Sólido semi-indefinido sometido a carga uniformemente 
distribuida normal al plano que lo limita. 

Problema de Flamant-Boussinesq 

El problema de encontrar el estado tensional creado en un sólido semi-indefinido sometido 
a una carga uniformemente distribuida normal al plano que lo limita es conocido como 
problema de Flamant-Boussinesq. 

Consideremos en primer lugar la placa de la Figura 9.15 en la que la carga aplicada está 
uniformemente repartida a lo largo de una recta contenida en el plano que limita a la placa 
como sólido semi-indefinido y perpendicular a las dos caras paralelas de la misma. 



Es evidente que cargada de esta forma la placa, de la que suponemos nulas las fuerzas de 
masa, el estado elástico es plano, siendo el plano director de la misma orientación que las 
caras paralelas de la placa. Si ésta es de pequeño espesor, el estado elástico es de tensión 
plana y si fuera indefinido en la dimensión del espesor sería de deformación plana. 

El problema se puede, pues, estudiar en un plano. Si el espesor de la placa es la unidad 
podemos suponer en este plano una fuerza concentrada P igual a la densidad lineal de 
carga, aplicada en un punto O del borde, perpendicular al mismo. 

Tomaremos como referencia un sistema de coordenadas polares con polo en O, punto 
de aplicación de la carga P, y eje polar el eje x vertical descendente. 

A la solución del problema que tenemos planteado se llega teniendo en cuenta las si¬ 
guientes consideraciones sobre las tensiones que actúan en las caras del elemento indicado 
en la Figura 9.16r/. 
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Figura 9.16. 


a) Las tensiones rr 0 y t / iU se anulan. 

h) La tensión radial a t , es de compresión y su valor es directamente proporcional al 
coseno del ángulo que forma el radio polar con la dirección de la carga c inversamente 
proporcional a la distancia al punto de aplicación de la misma. 

Según esto, las tensiones en un punto de la placa serán: 

, eos 0 

a P = -* — • "0 = 0 ; T„„ = 0 (9.9.1) 

siendo k una constante positiva. 

Este estado clástico, en el que vemos que las tensiones polares se reducen a su com¬ 
ponente radial, recibe el nombre de distribución radial simple de tensiones. 

Con objeto de obviar la indeterminación que se presenta en el punto O para d = z¡ y 

también para evitar el valor infinito de rr (l en dicho punto como consecuencia de la con¬ 
sideración teórica de carga puntual, excluiremos de nuestro estudio los puntos del pequeño 
entorno semicircular de diámetro mn indicado en la Figura 9.16a. 

Determinemos el valor de la constante k. Para ello planteemos el equilibrio de las fuer¬ 
zas que actúan sobre el semicírculo de centro O y radio p. Proyectando sobre el eje polar 
tenemos: 

r* 12 r */2 9p 

P - o p d0 eos tí = P — k eos 2 0 di) = 0 => k = — 

J - «i2 J-,/2 * 

Es fácil comprobar que la solución de tensiones (9.9.1) supuesta verifica las ecuaciones 
de equilibrio interno y la ecuación de compatibilidad. 

En efecto, las ecuaciones de equilibrio (9.1.4) se reducen a 



(9.9.2) 
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y la de compatibilidad (9.2.5) a: 

A(7„ — 0 


^ + = o 

dp 2 pdp p 2 dO 2 


y ambas se verifican idénticamente. 

Se puede ver que la supuesta solución deriva de la función de Airy. 

— k — P 

<b = —— pü sen 0 — - pO sen 0 

2 Jt 


(9.9.3) 


(9.9.4) 


que se comprueba que es biarmónica. 
En efecto: 


d*d> 1 v<¡) 
AV- = t? + " T 

dp 2 p ap 


p 2 m 2 


— 0 sen 0 + — (2 eos 0 - 0 sen 0) 
lp 2 p 


eos 0 


A V= 


2k eos // A - eos 0 k eos // 


= 0 


/»" / r P 

La solución de tensiones que se deduce de esta función de Airy es: 


,, - 1 

p \Pp 


I r 2 <¡) k cos ® 
p 2 dü 2 p 


2P cos « 

71 p 


fi 2 d> 

= -^4 = o 

<’p 

= _±([ 

T " w ap \2 rü 


(9.9.5) 


Por tanto, la función de Airy (9.9.4) nos proporciona la solución correcta del problema. 
Por los puntos de una circunferencia de diámetro <1 que pasa por el origen y tiene su 
centro en el eje polar (Fig. 9.16/») la tensión radial es: 


2 P cos 0 
n ti cos 0 


(9.9.6) 


de donde se deduce que la tensión radial en todos los puntos de la circunferencia toma el 
mismo valor, excluido el punto de aplicación de la carga, es decir, esta circunferencia es una 
isóbara del estado tensional existente en la placa. 

Las componentes de la matriz de tensiones en coordenadas cartesianas se pueden ob¬ 
tener a partir de la tensión radial de una forma muy cómoda utilizando el círculo de Mohr 
(Fig. 9.17). 



ELASTICIDAD 



20 = a p eos 2 0 = 

20 = o,, sen 2 0 = 
2P sen 0 eos 2 0 


2 P eos 3 0 
n p 

2P eos 0 sen 2 0 
n p 








ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL EN COORDENADAS POLARES 389 


En los puntos distantes a del borde de la placa, estas fórmulas, haciendo p = ——, nos dan: 

eos 6 

2 P 

a =-eos 4 0 

na 

2 p 

< a nv = -sen 2 0 eos 2 0 (9.9.8) 

na 

2 p 

r,„ = — — sen 0 eos 3 0 
3 na 


Los sentidos de estas tensiones se indican en la Figura 9.17. Sus valores para los puntos 
del plano considerado se representan en la Figura 9.18. 

Lo dicho anteriormente puede ser aplicado al estudio del estado tensional creado en el 
sólido semi-indefinido cuando la carga es continua. Si p es la densidad lineal de carga o, lo 
que es lo mismo, la carga uniformemente distribuida en la placa de espesor unidad sobre la 
superficie plana que la limita, que corresponde a la longitud de borde unidad, las tensiones 
creadas en un punto A{p, 0) se obtendrán sustituyendo en las fórmulas (9.9.7) P por 

pdy = p 1 ^ , como fácilmente se desprende de la Figura 9.19. 
eos ü 



Por tanto, las tensiones creadas en A por la carga elemental pdy es 


da nx 

do ny 

dx xy 


2 pdO eos 3 0 
n P eos 0 p 


}P 

n 


eos 2 fldO 


2 pdO eos 0 sen 2 0 
n ^ eos 0 p 

2 p dO sen 0 eos 2 0 
n ^ eos 6 p 


2 p , 

- — sen 2 0 dfí 
n 

2 p 

—- sen 0 eos 6 d 9 
n 


(9.9.9) 
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Las tensiones resultantes debidas a la carga total serán, en virtud del principio de su¬ 
perposición: 


. 2 

a nx = — - p eos 2 0 (10 

n Jo, 

» G„ y = — - p sen 2 0 dO (9.9.10) 

2 f"- 

r xy = — p sen 0 eos 0 JO 

Para calcular estas integrales sería necesario expresar p en función de 0. Si p es cons¬ 
tante, la integración es inmediata: 

— i ' eos 2 0 JO = [2(0, - 0.) + sen 20, - sen 20.] 

n Jo, '2n 

— ' sen 2 0 JO = [2(0, - 0.) - sen 20, + sen 20.] (9.9.11) 

n J«, 

— sen 0 eos 0 JO = ■£- (eos 20, — eos 20.) 

* Jo, 2n 

El problema expuesto, dada su gran importancia en la aplicación al análisis del estado 
tensional creado en el terreno por las cimentaciones en la construcción, ha sido objeto de 
estudio profundo por parte de especialistas como J. H. Michell, S. D. Carothers y M. Sa- 
dowski. 

La solución dada por J. H. Michell cuando la densidad de carga es constante parte de 
una función de Airy de la forma 

(p = Ap 2 0 (9.9.12) 

en la que A es una constante. 

Fácilmente se comprueba que verifica la condición de biarmonicidad. 

De esta función de tensiones se deducen las tensiones: 

2A0 

(9.9.13) 
-A 

que verifican idénticamente las condiciones (9.1.4) de equilibrio interno. Esto significa que la 
función — (p de la ecuación (9.9.12) es la función de Airy de una placa semi-indefinida cuyas 
condiciones de contorno sean las indicadas en la Figura 9.20cr tomando el polo en O v 


1 d(p 1 d 2 (p 

(1= -- H-r — % 

' p dp p 2 dO 2 
P 2 (p 

n 0 = - —^ = 240 
dp 2 

1 


dp \p dO 
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A ú. M-M-M-M 

U444444 

o, 


^ a) 


1 *, 

o, 

o. 

o¡\ 

^ /» 

2Ait 

r O, 



p, 



c) 


Figura 9.20. 


Tomando ahora origen en 0 2 la función de Airy </> nos dará la distribución de tensiones 
en el contorno indicada en la Figura 9.20 h. Si superponemos los dos estados correspondien¬ 
tes a las funciones -0con origen en O, y 0con origen en 0 2 (Fig. 9.20« y 9.20/?) se obtiene 
el de una carga uniforme sobre el segmento de borde de la placa limitado por O. y O, 
(Fig. 9.20c). Si la densidad lineal de carga es p 


p = 2An => A = ~ 

2n 

La función de tensiones será: 

0 = ~ Pi0 2 ) (9.9.14) 


9.10. Placa semi-indefinida sometida a una fuerza tangencial 
o a un momento en un punto de su borde 

Supongamos ahora que la placa considerada en el epígrafe anterior en vez de estar cargada 
en el punto O con una carga P normal a su borde está sometida en el mismo punto una 
fuerza P tangencial (Fig. 9.21). 







392 ELASTICIDAD 



Figura 9.21. 

Se puede comprobar fácilmente que la solución de tensiones deducidas de la función 
biarmónica 


(/) = - pO eos 0 


1 i'<¡> I d 2 <p _ sen 0 
— zr~ + — 5 T7Í2 — — "■ 
p op P ¿ r(r p 


°o 

T ,« 



jL(LH£\ 

dp \p so) 


= 0 


( 9 . 10 . 1 ) 


( 9 . 10 . 2 ) 


verifica idénticamente las ecuaciones (9.1.4) de equilibrio interno y (9.2.5) de compatibi¬ 
lidad. 

Por consiguiente, la función 0dada por la ecuación (9.10.1) es la función de Airy. de la 
que se deduce la solución correcta de las tensiones que conforman el estado tensional de la 
placa. 

Determinemos la constante k considerando la distribución de tensiones sobre un se- 
micilindro de radio p. Proyectando las correspondientes fuerzas sobre el eje y, tenemos: 

r*n fnl 2 2 P 

P - 2 I a v p lio sen 0 = P - 2k j sen 2 0 dll = 0 => k = — 


La solución de tensiones será: 




2P sen 0 
n p 


= o ; v = o 


( 9 . 10 . 3 ) 


Si se tratara de calcular las tensiones en una placa en la que se aplicara una fuerza P 
oblicua en un punto de su borde formando un ángulo a con el eje polar (Fig. 9.22), éstas se 
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obtienen de forma inmediata por superposición de las soluciones dadas por (9.9.5) y (9.10.3) 
considerando la fuerza normal P eos a y tangencial P sen x 



Figura 9.22. 


( 2 P t 2 P 

( , =-(eos a eos tí + sen x sen tí) = -eos (a — 0) 

I 7tf> 

= ° (9.10.4) 

U« = 0 

Se observa que las soluciones obtenidas en (9.10.3) para fuerza tangencial y (9.10.4) para 
fuerza oblicua son ambas la misma (9.9.5). pero contando el ángulo tí en cada caso a partir 
de la dirección de la fuerza aplicada. 

De lo expuesto hasta ahora se puede deducir la solución de tensiones que correspon¬ 
dería en la placa al caso de aplicar en un punto de su borde un momento M perpendicular al 
plano director. En efecto, este momento M equivale a un par de fuerzas P normales al borde 
distanciadas a(a -* 0), tal que M = Pa (Fig. 9.23): 



Figura 9.23. 


Supongamos que para la fuerza P de compresión con origen en O la función de Airy sea 
0(.v, v). Para la fuerza P de tracción aplicada en O' será -<p(x.y + a). A la acción simultánea 
de ambas fuerzas corresponderá, en virtud del principio de superposición, una función de Airy 

(/>, = 0(x, y) — 0(.\\ y + a ) 


(9.10.5) 
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Si a tiende a cero, por definición de derivada parcial de una función: 


dé 0(.v, v + Av) — 0(.v. y) 

— = lim - : --- 

dv av-o Av 


la función 0, se puede expresar asi: 


( 9 . 10 . 6 ) 


Haciendo el cambio de variables a coordenadas polares 

dé dé dn dé dO dé dé eos 0 

— = ^;—1-—— = — sen 0 + — 
dy dn < v di) i v do di) p 


( 9 . 10 . 7 ) 


ya que p = yjx 2 + y 2 ; 0 = are tg - 

Sustituyendo este valor en la expresión de 0,. teniendo en cuenta la ecuación (9.9.4) 
-P 

0 =- pl) sen 0 , se tiene: 

71 


0i 



- (sen 0 + 0 eos 0 ) eos u\ = — (0 + sen 0 eos 0) 

7t I n 


o bien en función de M: 


= —(() + sen 0 eos 0) 


( 9 . 10 . 8 ) 


La solución de tensiones buscada será: 


[„ = i^L + l^ 

2 <l>i 

2M sen 20 

P P ¿P P 2 ' 

w 2 

n 

P 2 

, íl2 ^' 0 
- d p2 ~ 




d (\ d<¡> x 
V T "° dp \p di) 

)- 


——(1 + eos 20) 


( 9 . 10 . 9 ) 

M 1 + eos 20 
* 


válida en todos los puntos de la placa excepto en un entorno semicircular del punto de 
aplicación del par. 
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9.11. Cuña plana cargada en la arista de su diedro 

Lo expuesto en los dos epígrafes anteriores se puede aplicar al estudio del estado tensional 
creado en una cuña cargada en su vértice. 

Para el caso de una cuña plana de semiángulo z solicitada por una carga de compresión 
P según el eje de simetría (Fig. 9.24) consideraremos la función de tensión 


(9.11.1) 


siendo k una constante. 



De esta función de Airy se deduce la solución de tensiones siguiente: 


I fl<p I d 2 (p k cos 0 
" P v¡) f> 2 dO 2 p 

d 2 <¡> n 

<*n = T~2 = 0 
cp 


CP \P cO 


(9.11.2) 


La constante k se determina expresando la condición de equilibrio del sector circular de 
radio p sobre el que actúa la carga P y las fuerzas engendradas por las tensiones <r (l . Proyec¬ 
tando sobre el eje polar, tenemos: 


P - a p p dO cos 0 = P — k eos 2 0 dfí 



2a + sen 2a 
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La solución de tensiones será: 

a = --— ; <r„ = 0 ; v, = 0 (9.11.3) 

' 2a + sen 2a /> 

válida en todos los puntos de la cuña, excepto en un entorno del vértice que excluimos por 
las razones expuestas anteriormente. 

Análogamente obtenemos las tensiones en el caso en que la fuerza estuviera aplicada en 
el vértice perpendicularmente al eje de la cuña (Fig. 9.25) a partir de la función de Airy 


La solución de tensiones que de esta función de Airy se deduce, es: 

/ 1 C</> 1 ¿) 2 <p sen 0 

["'■--pTp + 7W-- k ~T 


Op \l> M) 


Considerando ahora el sector circular de radio /» y proyectando fuerzas sobre el eje y, 
tenemos: 



pd() sen 0 = P — k sen 2 0 JO = 0 => k = — 
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Por tanto, la solución de tensiones en este caso será: 


2a — sen 2a ~p ’ u ; T * = « (9-11-6) 

solucione sde tensiones (9.11.2) y (9.11.5) de los dos casos que hemos estudiado 
wrifican, según se ha comprobado en los dos epígrafes anteriores, las ecuaciones (9.1.5) de 
equilibrio interno y la (9.2.5) de compatibilidad. Fácilmente se comprueba que. exceptuando 
los puntos comprendidos en un entorno cilindrico del vértice, se verifican también las con¬ 
diciones de contorno, lo que nos lleva a afirmar que las soluciones encontradas son las 
correctas para cada caso. 

Pero no ocurre los mismo en el caso de que aplicáramos en el vértice O de la cuña un par 
contenido en su plano apoyándonos en una función de tensión del tipo (9.10.8) va aue la 
expresión de no verificaría las condiciones de contorno. Señalaremos para este caso la 
función de tensión encontrada por C. E. Inglis 

, —M 

* ~ 2 (sen 2a -2a eos 2a) (Se " 20 ~ 20 cos 2a) < 9 - 11 •?) 

en la que el par M es positivo si tiene sentido contrario a las agujas del reloj (Fig. 9.26). 



La solución de tensiones de esta función se deduce 


a = _2 M _sen 20 

'' sen 2a - 2a cos 2a p 2 
a a = 0 


cos 20 — cos 2a 


sen 2a — 2a cos 2a 


que verifica las ecuaciones (9.1.4) de equilibrio interno. (9.2.5) de compatibilidad y satisface 
asimismo, las condiciones de contorno, como fácilmente se puede comprobar. 



398 ELASTICIDAD 


EJERCICIOS 


9.1. Un disco de radio R y espesor constanle e está somelido a una presión uniforme/» en la superficie 
cilindrica que lo limita. 

Conociendo los valores del módulo de elasticidad E , coeficiente de Poisson /(, y considerando 
despreciables las fuerzas de masa, se pide: 

1. " Las tensiones en un punto del disco. 

2. " Variación de la longitud del radio del disco. 

3. ° Variación del espesor. 



Figura K9.1. 


l.“ Según las condiciones del enunciado el disco está sometido a un estado de tensión 
plana, al que se puede aplicar la solución (9.4.7) 


ÍT = —r + m 1 + 2 L/i) + 2C 

' P 2 

<7 0 = -y 2 + fi(3 + 2 L/>) + 2 C 

= 0 

Para /> = 0 las tensiones han de ser Finitas, por lo que las constantes Ay B han de ser nulas. 
Por tanto: = a„ = 2C = —p. 

En cualquier punto del disco: 



2." De las expresiones de la deformación unitaria radial: 

I P(1 - /*) 

e„ = - (a - pa 0 ) =- - - 


du 

lp 


se obtiene el corrimiento radial de cualquier punto que se encuentre a distancia /»del centro del 
disco integrando 


u 


/>(1 - P) 


_p(i zJ!l 


E 


E 
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La variación de la longitud del radio será igual a este corrimiento particularizado para 


AR = (u)p = r 




El signo - que aparece en esta expresión indica que el radio del disco experimenta un 
acortamiento. 

3. De la expresión que nos da la deformación unitaria en la dirección normal al plano 
director del disco 




</»• 


se obtiene, integrando, el corrimiento en esa dirección 



La variación del espesor pedida es igual a este corrimiento particularizado para z = e 


Ac = (i 

_ 2pne 


‘ " E 


9.2. Un disco de forma circular y de espesor e = 20 cm está empotrado en un eje cilindrico rígido 
coaxial con el disco y de radio r = 10 cm. El radio exterior del disco mide R = 120 cm. 

Sobre el contorno curvo exterior del disco actúa un momento M = S50 m ton que se supone se 
reparte uniformemente en el contorno. 

Admitiendo un estado de tensión plana y que la función de Airy es de la forma <¡> = KO, siendo 
K una constante que se determinará en función de los datos, se pide: 

1. ° Calcular y dibujar la variación de la tensión total sobre el plano Mi indicado en laFigura E9.2. 

2. " Calcular el valor en mrn del recorrido circunferencial del punto C, sabiendo que OC = 100 cm. 

El módulo de elasticidad del material es E = 2 ■ 10 5 kp/cnr y su coeficiente de Poisson 
/i = 0,2. No se consideran las fuerzas de masa. 



Figura E9.2. 
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l.° Si es conocida la función de Airy. que se comprueba que es biarmónica, la solución de 
tensiones que de ella se deduce es, según (9.3.1). 

i^ + ±íf ,0 

p dp p- c0 2 
dp- 

dp \p 00) p 2 

Determinaremos el valor de la constante imponiendo la condición de contorno 
M 850 K ^ 2.125 

T "° “ 2itReR ~ 2n ■ U 2 • 0,2 “ TU 2 “ n l0 " 

Por tanto, cuando p se expresa en metros, la expresión de la tensión tangencial será 

2.125 , , 

x n0 = —r- ton/m 
np 2 

Una vez conocida la tensión tangencial r ( , 0 , sobre el elemento en coordenadas polares in¬ 
dicado en la Figura E9.2«, se pueden obtener de forma inmediata las componentes intrínsecas 
del vector tensión en los puntos del plano AB. en función del ángulo 0 indicado, mediante el 
círculo de Mohr (Fig. E9.2Ó). 
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El módulo del vector tensión para el punto del plano AB definido por el ángulo 0 será 
- í 2.125 eos 2 0 


tu 


= V ff « + r 


n • 1,2 2 • 0.5 


= 939,46 eos 2 0 ton/ 


En la Figura E9.2c se hace una representación gráfica de la variación del módulo de a y en la 
Figura E9.2</ se esquematiza la dirección y sentido del vector tensión en los puntos del plano AB 
considerado, según se deduce fácilmente observando el circulo de Mohr. 



2.“ Por razones de simetría, la componente u del vector corrimiento no depende de 0 y 
depende exclusivamente de />, por lo que la expresión de y Jlfl dada por (9.2.2) se reduce a 
</i’ r y 2.125 

d p p C np 2 G 

en donde tenemos que expresar G en ton/m 2 


G = 


10 ' 


-2ítt^-*^^ ftá k ' >/<:n, ’u 

Sustituyendo este valor, se tiene: 

do v 2.125 1.2 811,7 ■ 10" 


dp p np~ ■ 10" p 2 

ecuación diferencial lineal, cuya ecuación integral podemos obtener sumando a la solución de la 

ecuación homogénea-= 0. que es de variables separadas, una solución particular de la 

dp p 

completa de la forma - 


Cp - 


405.8 - 10" 


siendo C una constante de integración, que calcularemos imponiendo la condición de ser nulo el 
corrimiento v en los puntos del cilindro de radio p = 0,1 m, que están en contacto con el eje 
rígido fijo 


405,8 ■ lO"" „ 

(c)„=o.i = C 0.1-—- = 0 


C = 405,8 • 10" 
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La expresión del corrimiento v será, si p se expresa en metros 

, 405,8 • 10" 6 

v = 405.8 • I0~ J p -m 


Particularizando para el punto C[p = I cm), se obtiene 


9.3. Un embrague que forma parte de un grupo motobomba está formado por un tambor cilindrico 
cuya sección es la indicada en la Figura E9.3 y que gira alrededor de su eje a 3.200 rpm. El material 
del embrague es fundición de las siguientes características: 

Tensión de rotura: 31,5 kp mnr 

Densidad <5: 8,1 kp dm' 

Coeficiente de Poisson p: 0,25 

Los radios interior y exterior del tambor tienen los valores de R , = 200 mm; /f 2 = 212,5 mm. 

El embrague lleva unas masas en la parte interna del tambor, que ejercen una acción equivalen¬ 
te a una tensión de compresión uniforme sobre la cara interna del tambor, de valor 
p = -435,6 N/m 2 . 

Calcular las leyes de las tensiones radial y circunferencial que existen en el tambor del em¬ 
brague en las condiciones de trabajo indicadas, señalando el valor de la tensión máxima, asi como 
el coeficiente de seguridad. 



Son aplicables al problema las ecuaciones generales (9.7.1). 


B (3 + /() Su) , 

"’- A ~7‘ - 8 -" 


ff„ = A + —¡ - (I + 3 p) —— P 1 


Para la determinación de las constantes de integración impondremos las condiciones de 
contorno y teniendo en cuenta que: 

S = 7.100 kp/m 3 
2n ■ 3.200 

co = 3.200 rpm = -rad/seg = 335,1 rad/seg 

60 

(o P ),,=K t = P ; {<fp)p=tt. = 0 





De la segunda ecuación de contorno tenemos: 

4 = ■ — + 1.462,57 ■ 10 4 = 4.674,25 ■ I0 4 + 1.462,57 • 10 4 = 6.136,82 • 10 4 

0,2125 2 

Por tanto, las leyes de las tensiones radial y circunferencial son: 



Figura E9.3a. 
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En la Figura E9.3« se representan ambas leyes. Se observa que la tensión máxima corres¬ 
ponde a la tensión circunferencial en los puntos de la superficie del tambor. 

, .,.1 211,07 . 7.100 -335,1 2 • 0.2 2 

a» ~i. = 6.136,82 - I0 4 + Q • I0 4 --- = 


= 10.715,96- 10 J N/m 2 = 1.093.46 kp/cm 2 


= 1.093,46 kp/cm 2 


El coeficiente de seguridad será: 

Q 3.I5Í 
1.093.- 


!50_ 

46 


9.4. Un disco delgado de radio R = 20 cm gira en torno al eje de simetría perpendicular a su planos 
razón de n = 15.000 rpm. Sobre el disco, cuya densidad es S = 1.600 kp/m', coeficiente de Pois- 
son, n = 0,25 y módulo de elasticidad E = 5 I0 4 kp/cm 2 no actúa otra solicitación que no sea la 
fuerza centrifuga. Se pide: 

1. " Obtener la expresión del corrimiento de cualquier punto. 

2. " Estudiar el estado tensional creado por la rotación en los puntos del disco, representando 
gráficamente las tensiones principales en los puntos de un radio. 

3. " Calcular la variación de la longitud del radio del disco. 

1” En el disco se crea un estado tensional plano que presenta simetría respecto del centro 
del disco. Debido a ella, se deduce que las tensiones normales n p y o„ son funciones exclusiva¬ 
mente de />, asi como que se ha de anular la tensión tangencial t i¡0 

= a P (p) ■ a o = : v = 0 

En cuanto a los corrimientos, en virtud de la misma simetría 
ii = u(p) ; r = 0 ; w = 0 

anulándose esta última componente por tratarse de un disco delgado. 

La rotación es equivalente a la acción sobre el disco de un sistema de fuerzas de masa por 
unidad de volumen que tuvieran los siguientes valores: 

F p = Sw 2 p ; F„ = 0 


en donde ó es la densidad y <o la velocidad angular expresada en radianes: o> = 
En nuestro caso las ecuaciones (9.1.4) de equilibrio interno se reducen a: 

. , da a (7 — a,. 

Sw 2 p + —— H— -= 0 


ID 
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Para calcular el corrimiento bastará encontrar u = u(p). Para ello contamos con las ecuacio¬ 
nes (9.2.2) que se reducen a: 

du 11 . . . n 

f: P — ~r • E # — ■ ypo — }'02 — Tp; — o 

dp P 

Igualando a las expresiones (9.2.3) correspondientes a las leyes de Hooke, tenemos 

1 du 

E P = C K - P°o ) = T 

p E r dp 

1 . II 

E« = - ("o - P<¡„) = - 


de donde podemos despejar a p y a„ 


(du 

T + P 


" 1 ~ P \dp p, 

E fu du\ 

a ° 1 - P 2 \P + 11 dp) 

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación de equilibrio (1 (. se tiene 
d 2 u 1 du u I - /r 


dp 2 p dp p 1 


E 


din p 


Kp 


1 — u 2 , 

siendo K = —-— dar que, como se ve, es una constante. 

Esta ecuación diferencial se puede integrar mediante dos cuadraturas, ya que se puede poner 
en la forma 


il í I </(p»)' 
dp \P dp , 


= -Kp 


Integrando una y otra vez, tenemos 

I ,Hpu) K 

—P + C , 

P dp 2 


pu = - 


de donde: 




dp 


K , C, . „ 

«p + TP +c > 


K 3 . C, C 2 

*"-8^ + T p + 7 


(5) 


siendo C, y C 2 constantes de integración que determinaremos imponiendo las condiciones de 
contorno: 

Para p = 0; u i= oo =■ C 2 = 0 

Para p = R: a p = 0 => + P~ = 0, en virtud de (2) 


dp 


3K 


C i 


“T* a+ T + " -8* 1+ T =0 


1 4(1 + p) 
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Llevando este valor a (5), la expresión del corrimiento será 


K 3 K( 3 + p)R 2 1 - p 2 
U 8 P + 8(1 + p) P ~ 8 E ' 

y sustituyendo los valores dados, se obtiene: 

1 - 0,25 2 1.600 4 n 2 • 225 • 10 b 
“ ~ 8 5 10 4 981 • 10 a 3.600 


-P 3 + 


(3 + ii)R 2 
1 + /< ' 


, 3,25 ■ 400 > 

P + ~Ü2— p > 


| u = 0,9432 (l.040p - p 3 ) 10~ 5 cm | 

2." Teniendo en cuenta el valor de u obtenido, de (2) y (3) se calculan las tensiones nórmale 
a ,, y ff o- 0 ue son principales por ser r p0 = 0. 

= x 5 _' ' 0 °* 52 [0,9432 • 10- (1.040 - 3 p 2 ) + 

+ 0,25 • 0,9432 • 10' 5 (1.040 - p 2 )] = 0,503 (1.300 - 3,25 p 1 ) kp/cm 2 
5 • I0 4 


[0,9432- 10 s (1.040 - p 1 ) + 


u I - 0.25 2 

+ 0,25 • 0,9432 • IO -5 (1.040 - 3p 2 )] = 0.503 (1.300 - 1,75 p 2 ) kp/cm 2 


Las tensiones principales son, pues 


a p = 0,503 (1.300 - 3,25 p 2 ) kp/cm 2 
(T 0 = 0,503 (1.300 - 1,75 p 2 ) kp/cm 2 

La representación gráfica son sendas parábolas que se indican en la Figura E9.4. 



Figura E9.4. 
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3.” La variación del radio del disco es igual al corrimiento radial de un punto periférico. 
Por tanto: 

A R = {u) p = 2 o = 9,9432 (1.040 • 20 - 20’) 1(T 5 = 0,12 cm 
| A R = 0,12 cm | 


9.5. Una chapa plana de forma cuadrada dea = 6 m de lado tiene en su centro un taladro de diámetro 
2r = 60 cm. Está solicitada a una tracción uniforme I = 600 kp cm 2 que actúa sobre dos lados 
opuestos, como se indica en la Figura E9.5. Se pide: 

1. " Calcular los vectores tensión en los puntos A, C, D y H del plano Atí definidos por las 
distancias ()A = 30 cm, OC = 60 cm, Oü = 120 cm y OH = 300 cm. 

2. ” Calcular los vectores tensión sobre el plano JK en los puntos L, M y N cuyas posiciones se 
indican en la figura. 



I." Tomando un sistema de coordenadas polares con el centro O del taladro como polo y 
como eje polar la semirrecta ascendente que coincide con la dirección de la tracción, al estado 
tensional existente en la placa le son aplicables las fórmulas (9.8.11) 
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Para el plano AB(0 = —45 en las ecuaciones anteriores), las componentes intrínsecas de los 
vectores tensión en sus puntos son precisamente a 0 y r p „. 



Aplicaremos estas fórmulas para obtener los vectores tensión en los puntos dados. 


Punto A p = 30 cm => — =1 
P 

ja„ = 300 (I + I) = 600 kp/cm 2 
{r = 300(1 - 3 + 2) = 0 

El vector tensión es normal al plano AB y su módulo es a Á = 600 kp/cm 2 (Fig. E9.5a). 



Punto C p = 60 cm 


30 _ I 

7 " 2 


r = 300 ( 1 - 3 -4 + 2 --) = 393,75 kp/cm 2 


El vector tensión tiene de módulo 


a c = v /375 2 + 393,75 = 543,75 kp/cm 2 
y forma un ángulo a con el plano AB, tal que (Fig. E9.5/»). 

<x„ 375 


393,75 


0.952 
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Punto I) 


Punto H 


a c = 543,75 kp/cnT 



Figura E9.5 b. 


120 cm 


a„ = 300 ^1 + -¡^j = 318,75 kp/ctrr 

t = 300 ( I - 3 + 2 j-) = 334 kp/cnr 

\ 16- 16/ 

n D = ^3\t>J5 2 + 334 2 = 461,68 kp/cm 2 


o„ = 461,68 kp/cnT 



p = 300 cm 


30 _ 1 

~p ~ To 

a „ = 300 I I + rír; I = 303 kp/cm 4 

I 




a„ = x /303 + 305.91 2 = 430,57 kp/cm 2 
ít 303 

te y= _! = - = 0,990 

g ‘ x 305.91 
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a H = 430,57 kp/cm 2 



Figura E9.5rf. 


2.° Para calcular los vectores tensión en el plano JK tomaremos como eje polar la semi¬ 
rrecta descendente. Seguirán siendo válidas las fórmulas (9.8.11) tomando adecuadamente los 
valores de 0. Veamos qué valores toman en los puntos dados las tensiones polares para calcular 
después, a partir de éstas, las componentes intrínsecas. 

Calcularemos las tensiones polares de los puntos L, M y N a partir de las coordenadas po¬ 
lares de los mismos, previamente determinadas. 

Una vez obtenidas las coordenadas polares, hallaremos los valores pedidos de las compo¬ 
nentes intrínsecas de los vectores tensión en los citados puntos apoyándonos en los círculos de 
ohr. 


Punto L 0 = — 30" ; p = ——— = 40 ,/3 ; = % 

eos 30° v p 4^/3 

3 00 (,-i) + ,50( l+ 3^- 4 l). 29 7 kp / cm> 

300 (l + - 150 ^1 + 3 = 190,43 kp/cm 2 

150 ^3 (l - 3 ^ + 2 = 329,83 kp/cm 2 

Del círculo de Mohr (Fig. E9.5/j, se deducen fácilmente las componentes intrínsecas del 
vector tensión 



tg a 


°p ~ a o 


659.66 

136.64 


= 4,827 


a = 78° 18' 



+^ sen ,a 


Tps eos (a 
- 60 ") = 


— 60 ) = 578,54 kp/cm 2 


—105,76 kp/cm 2 
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El vector tensión en M es coincidente con <r p (Fig. E9.5/i) 


J \M 


a u - 281,25 kp/cm 3 


Figura E9.5/i. 


Punto N tí = 45 ; o = 60^/2 ; — = — 

r 2J2 




262,5 kp/cm 2 


. x po = -300 N ^ 3 ¿ + 2 5 ) = “360,94 


Del círculo de Mohr (Fig. E9.5./') se deduce: 
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a K = 661,98 kp/cm 2 

Figura E9.5*. 


9.6. Una chapa plana indefinida tiene un taladro de radio r = 10 cm con centro en un punto O. Está 
sometida a dos tracciones uniformes perpendiculares entre si:/, = 20 kp/cm 2 y l 2 = 160 kp/cm 2 . 
Se pide calcular los valores y signos de las tensiones normales en el plano ABC indicado en la 
Figura E9.6 en los puntos A, B y C definidos por: 

ÓA = OC = 40 cm ; ÁB = BC 



Figura E9.6. 
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Podemos considerar el estado tensional de la placa dada como la superposición de dos 
estados: 

Estado 1: tracción f, = 20 kp/cm 2 en dirección del eje x. 

Estado 2: tracción l¡ = 160 kp/cm 2 en dirección del eje y. 

A ambos estados les es aplicable la solución de tensiones (9.8.11) de la siguiente forma: 
Estado I: Tomando como eje polar (0 = 0) el eje x. se tiene 



La superposición de ambos estados nos da 



Particularizando estas ecuaciones para los puntos A, B y C respectivamente, tenemos: 

Punto A 0 = ^ ; p = 40 ern - = - 
2 p 4 
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Figura E9.6a y b. 

Del circulo de Mohr indicado en la Figura E9.6a. se deduce lacilmcnle 
_ + ff fl 137,7 + 24,8 


81,25 kp/cm 2 


| <r„ = 81,25 kp/cm 2 | 


Punto B 0 = - ; p = 20 Jl ; - = * 

4 P 2^2 



Figura E9.6c. 
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9.7. A una placa cuadrada cuyo lado mide a y que tiene espesor constante e , se le practica un taladro 
centrado de radio r y se le somete a esfuerzos tangenciales /•', como se indica en la Figura E9.7 que 
se distribuyen uniformemente sobre las caras perpendiculares al plano de la placa, que lo limitan 

Conociendo el módulo de elasticidad I-, el coeficiente de Poisson ,i y suponiendo que son apli- 
cables a la placa las formulas correspondientes al caso de dimensiones infinitas, se pide: 

1. " Expresión analítica de las tensiones en un punto cualquiera de la placa, tomando como eje 
polar el eje de simetría paralelo a uno de los lados, indicado en la figura. 

2. " Tensiones principales en los puntos de la diagonal DB. 



Figura E9.7. 

I. Según lo visto en el Epígrafe 9.8 podemos suponer que la placa forma parle de oirá, 
sometida a la combinación de tensiones de tracción y compresión iguales en valor absoluto en 
las direcciones de las diagonales, como se indica en la Figura E9.7«, en la que 

_ F_ 

IIC 



Figura E9.7«. 






418 ELASTICIDAD 


Se pueden aplicar las fórmulas (9.8.15) 

a p = 1 + 3^-4 eos 20 

tr 0 = -1 ^ I +3 J = eos 20 

t - = - '( i ‘ 3 7 + 2 ?)‘“" 2 " 


y teniendo en cuenta que: 



2." Las tensiones polares en los puntos de la diagonal DR se obtienen particularizando las 



Figura Y3.1b. 
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que son principales, por ser r p0 = 0. 

En la Figura E9.7 b se representa gráficamente la variación de ambas. 

9.8. Sobre el borde que limita a una laja semi-indefinida y perpendicularmente al mismo, se aplica una 
compresión uniforme de 30 kp/cm 2 , en la forma indicada en la figura E9.8. 

Calcular analítica y gráficamente las leyes de variación de las tensiones normales y tangen¬ 
ciales provocadas por la compresión en los puntos de un plano situado a una distancia a = 6 ni del 
borde de la laja. 



Figura E9.8. 

Según se vio en el Epígrafe 9.9 el estado tcnsional dado se puede considerar como la su¬ 
perposición de los estados indicados en las Figuras E9.8a y E9.8/>, cuyas funciones de tensión 
respectivas son: 

(/>, = —Ap¡0 t y ip 2 = AplO 2 


o, 

414141414141141414 14 


( 7 „ = (I, 

n 

P n 

o», = -~0 1 


P 

T 2rc 


a f: = 0 * 

2n 
P n 


Figura E9.8a, b y c. 
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Figura E9.ÍW. 

Para el cálculo de las tensiones normales en los punios del plano, distante a = 6 ni del borde 
de la laja, superpondremos las correspondientes a cada uno de los estados considerados. 

Según se desprende de las Figuras E9.8 í/ los vectores tensión en puntos de este plano, cuya 
normal exterior tomaremos la vertical descendente, son respectivamente 


í a ,: 


1 eos 0, 

_ {a,, t cos 0, - sen 0,\ 

Vr,«, 

ff», ) 

\-sen 0,j 

cos 0, — <t ,i t sen 0,J 

( 

wA 

í cos Oj 

_ / (J ri cos 0 2 - sen 0 2 \ 

Ua 


\ — sen 0 2 j 

\Tp,n, eos 0, - a H¡ sen 0,/ 


Las componentes normales de estas tensiones son: 

tT n¡ = a, ■ u = <r (li eos 2 0, - 2 x^ 0 , sen 0, eos 0, + a 0 , sen 2 0, = 

= — — (20, + sen 20,) 
n 

a n¡ = (i 2 ■ ‘i = a ,<, cos2 0 2 — sen 0 2 eos 0 2 + a u¡ sen 2 0 2 = 
= — (2 0 2 + sen 2 0 2 ) 


A estos mismos resultados obtenidos analíticamente podríamos haber llegado mediante los 
círculos de Mohr (Fig. E9.8e). 

La tensión normal, superposición de ambos estados será 

15 15 

a„ =- (20. + sen 20.) + — (2 0 2 + sen 20,) = 

n n 

= - — [2(0, - 0 2 ) + sen 20, - sen 2 0 2 ] 

7C 
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debiendo expresar x en cm, abscisa contada a partir de la vertical de O,. 

La representación gráfica de las tensiones normales, todas de compresión como era de es¬ 
perar, se hace en la Figura E9.8/' 



Figura E9.8/. 


Para el cálculo de las tensiones tangenciales utilizaremos los círculos de Mohr (Fig. E9.8t'). 


r, = eos 20, — 


t 2 = cos 
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Por tanto, la superposición de ambas nos da 




Figura E9.8g. 

La representación gráfica de la tensión tangencial se hace en la Figura E9.8</. 

9.9. Una pieza en forma de ángulo recto y espesor constante es suficientemente grande como para 
admitir que la forma de sustentación no influye en el entorno del vértice O que en sección está 
comprendido entre dos cuadrantes de circunferencias concéntricas de centro O y radio ff, = 0,1 m 
y R, = 2 m. En la arista del vértice actúan la fuerza y momento uniformemente repartidos que se 
indican en la Figura E9.9. Se pide: 

1. " Calcular la ley de variación de la tensión total en los puntos del plano AR indicado. 

2. " Hallar las tensiones principales en el punto B, así como las direcciones correspondientes, 
expresando las tensiones en t/m 2 . 



Figura E9.9. 
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1." La solicitación sobre la pieza la podemos poner en la forma que se indica en la Figu¬ 
ra 9.9 a. La solución de tensiones será la superposición de una carga P, = 2 s /2 t/m en dirección 
de la bisectriz, de otra P 2 de igual módulo en dirección perpendicular y un momento M = 6 m 
t/m, a las que son aplicables las soluciones de tensiones dadas por las ecuaciones (9.11.3), (9.11.6) 
y (9.11.8), respectivamente. 



Figura K9.9n. 


2P, eos 0 2P, sen 0 2M sen 20 

2a + sen 2a p 2a — sen 2a p sen 2a - 2a eos 2a p 2 

0 

M eos 20 — eos 2a 

sen 2a — 2a eos 2a p 2 

Sustituyendo valores, se tiene para los puntos del plano AB 

6.85 10,39 

~ + — 


Como a 0 = 0, la tensión total en los puntos del plano AB coincide con x p „ 



La representación gráfica se indica en la Figura E9.9/>. 


= _ Vi eos 30 4 v /2 sen 30 ^ ^ sen 60 - 

~ ? + | P * _ , P + P 2 ‘ 

«T 0 = 0 

6 3 

x n0 =- , (eos 60 ) =-r 

/'- P 2 
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Asimismo, también se obtienen las direcciones principales. En la Figura E9.9 d se indican 
éstas, siendo el ángulo U tal que 


0.75 


1.8072 => 20 = 61 


9.10. Sobre la arista del diedro que forman dos planos que limitan un terreno, que se considerará como 
sólido elástico, actúan las cargas indicadas en la Figura E9.1(kr. 

1. " Calcular las tensiones en un punto cualquiera. 

2. " Se practica en el terreno la galería indicada en la Figura E9.106. 

¿Qué tensiones sería necesario aplicar a las paredes de la galería desde su interior para que el 
estado tensional sea el mismo que antes de hacerla? 




Figura E9.10fl y b. 

I." Para calcular las tensiones polares debidas a la carga vertical P¡ = 5 ton/m son aplica¬ 
bles las fórmulas (9.11.3) y para las correspondientes a la carga horizontal P 2 = 3 ton/m las 
(9.11.6). A la superposición de ambas corresponderán las siguientes tensiones 

2P, eos fí 2P 2 senil 60 cosí) 36 sen I) 

2a + sen 2a p 2a- sen 2a p j$ n _ 3^/3 p Bti + 3^/3 P 

0 
0 
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Por tanto, expresando p en metros, se tiene: 


-3 eos 0 - |,I8 sen 0 



a P --ton/m 2 ; 

P 

°o = 0 : 

: V = 0 


2. Al ser a 0 - 0 y t (K) - 0 , en las paredes laterales no existen tensiones, ni antes ni después, 
de construir la galena, por lo que no habrá que aplicar a ellas tensión alguna. 

ra FQin ,CC Í°.’ US C ? m P°"! n ! es in f rinsecas dcl veclor tensión, según se desprende de la figu¬ 
ra E9.10c y del circulo de Mohr (Fig. E9.I0</), son: h 


a „ = y + eos 20 = a p eos 2 0 



Figura E9.10e. 
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Estas son. pues, las tensiones que es necesario aplicar en la superficie del techo. 

Análogamente, haciendo o = -- tendríamos para el suelo: 

eos 0 

a , = - — eos 2 0 - sen 0 eos 0 = - 0.272 eos 2 II - 0.107 sen II eos 0 ton/m 2 
' II _P_ 

o n = -0,272 eos 4 0 - 0.107 sen 0 cos J 0 ton/m 2 

r = 0,272 sen II eos 3 0 + 0,107 sen 2 1) eos 2 0 ton/m 2 

I a - 


Figura E9.HI/i. 


9.11. Un cilindro de pared gruesa, que tiene radio interior /?, = 20 cm y radio exterior /f 2 = 30 cm, se 
somete a una presión interior p, = 60 ¡VIPa y una presión exterior = 25 MPa. Calcular la 
matriz de tensiones en los puntos del cilindro, sabiendo que tiene sus extremos cerrados. 



Figura E9.1I. 
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, í. p “° ÍSS".* quep “ son valores absolu, “- las 


(60 - 25) • 20 2 • 30 2 I 
30 2 - 20 2 

__ (60 - 25) • 20 2 • 30 2 1 

30 2 - 20 2 ^ + 

= 0 


60 • 20 2 - 25 • 30 2 _ _ 25 200 
30 2 - 20 2 

60 • 20 2 - 25 • 30 2 _ 25 200 
30 2 - 20 2 P~ + 3 


que vendrán dadas en MPa cuando p se exprese en centimelros. 

Por tener los extremos cerrados, existirá también tensión longitudinal a cuvo valor se ouede 
la porción de diinír ° que *<**« «•*-«*» • «* 



Figura E9.ll«. 


Pi” R i - a : n (R¡ - /?f) - p 2 nR\ = 0 

a _ ~ Pi R \ = 60 • 20 2 - 25 • 30 2 _ 24.000 - 22.500 

R l ~ R Í 30 2 - 20 2 500 

Por tanto, la matriz de tensiones pedida, en coordenadas cilindricas, será 



2.500 

" 7I- + 3 

0 

o\ 

m = 

0 

2.500 


P 





0 

0 

3/ 






10 

Teoría del potencial interno 


10.1. Concepto de potencial interno o energía de deformación 

Son numerosos los teoremas que existen en la Mecánica de medios continuos y Estructuras 
que se obtienen por consideraciones de índole energética, es decir, están estrechamente rela¬ 
cionados con el concepto de energía. 

Consideremos un prisma mecánico en estado indeformado, es decir, que las componen¬ 
tes de las matrices de tensiones y de deformación sean idénticamente nulas en cualquiera de 
sus puntos. Al aplicarle un sistema de fuerzas exteriores, el cuerpo elástico se deforma y este 
sistema de fuerzas realiza un trabajo que llamaremos 
Por el teorema de las fuerzas vivas, y de una forma general, parte de este trabajo .T v se 
utiliza en vencer la resistencia al rozamiento de las ligaduras externas e internas, parle se 
transforma en energía cinética y el resto en trabajo de deformación debido a las fuerzas 
interiores. 

Supondremos que el paso del estado inicial indeformado al final (deformado) se realiza 
de manera reversible, es decir, que en cualquier estado intermedio de deformación el sistema 
de fuerzas exteriores es equilibrado por otro sistema antagonista, lo que origina que la 
velocidad sea infinitamente pequeña y nula, por consiguiente, la variación de energía ci¬ 
nética. 

Por otra parte, supondremos despreciable el trabajo originado por las fuerzas de roza¬ 
miento de los enlaces exteriores, así como el debido a las fuerzas de rozamiento interno, por 
tratarse de cuerpos perfectamente elásticos. 

En estas condiciones, la expresión del teorema de las fuerzas vivas se reduce a 

A £ cin = I. =0 (10.1.1) 

siendo /a el trabajo de deformación de las fuerzas interiores. 

Esta ecuación indica que en cualquier instante de la deformación la suma de los trabajos 
de las fuerzas exteriores e interiores es nula. 

La conservación de la energía requiere que el trabajo realizado no dependa del orden en 
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que se apliquen las fuerzas sino únicamente de los estados inicial y final, sin que intervengan 
los estados intermedios. 

La función .'f recibe el nombre de potencial interno o bien el de energía elástica o energía 
de deformación. Equivale a la energía mecánica que adquiere el cuerpo elástico y que es 
capaz de restituir al recuperar la forma que tenia en estado neutro. 

La energía de deformación nos mide el trabajo realizado contra las fuerzas interiores 
durante el proceso de carga. Si suponemos que el sólido elástico está formado por un gran 
número de partículas unidas entre si por resortes, la energía de deformación representaría el 
trabajo que se habría realizado en el proceso de deformación para estirar y contraer tales 
resortes. 

El potencial interno, según (10.1.1) 


.'/T = -,r t ( 10 . 1 . 2 ) 

es igual y de signo contrario al trabajo de las fuerzas exteriores. Por tanto, para obtener su 
valor será indistinto calcular o f. Por eso, en lo que sigue llamaremos . al potencial 
interno o energía de deformación. 


10.2. Relaciones entre las fuerzas exteriores y las deformaciones. 
Coeficientes de influencia 


Si tenemos un prisma mecánico al que aplicamos un sistema de fuerzas admitiremos en lo 
que sigue las siguientes hipótesis: 

«) En ningún punto del prisma se sobrepasa el limite elástico, a < a e . 

b) Las fuerzas se aplican de forma progresiva y lineal no dando lugar a vibración 
alguna ni a intercambio de calor con el exterior. 

cj En cualquier punto del cuerpo clástico cada fuerza produce una deformación que es 
proporcional a la misma, es decir A = k F. 

d) Se verifica el principio de superposición, es decir, el efecto producido por la acción 
simultánea de un sistema de fuerzas en equilibrio sobre un prisma mecánico es la suma 
geométrica de los efectos producidos por cada una de las fuerzas del sistema, si éstas actua¬ 
ran independientemente. 

e) La aplicación de cualquier fuerza a un cuerpo elástico no modifica las lineas de 
acción de las restantes aplicadas al mismo. 

Por consiguiente, si ij son dos puntos de un prisma mecánico (Fig. 10.1) el módulo del 
vector Á¡¡ del punto i al aplicar la fuerza Fj en j. según c), es 

A 0 . = k Fj (10.2.1) 

siendo k una constante de proporcionalidad que representa la deformación del punto i 
cuando en j se aplica la fuerza unidad (Fj = I). 

Si el punto i coincide con j, el módulo del desplazamiento de j es A j; . 

Por otra parte, si aplicamos al prisma mecánico un sistema de fuerzas en equilibrio, en 
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Figura 10.1. 

los puntos I, 2,..., n, la deformación provocada por dicho sistema en un punto i del prisma 
es, en virtud del principio de superposición 

A, = A m + A í2 + - + A iB = ¿ Á u (10.2.2) 

j=i 

Consideremos ahora un prisma mecánico sometido al sistema equilibrado de fuerzas F„ 
F 2 , F„ aplicadas en los puntos 1,2. n, y designemos por S,j la proyección del corrimien¬ 

to del punto i sobre la fuerza F¡, aplicada en él, cuando solamente aplicamos en el punto j la 
fuerza F¡ = 1. 

Si Fj en vez de ser unidad tiene el valor F¡, el desplazamiento del punto i en la dirección 
de F¡ sería 3 (J Fj. 



Figura 10.2. 

Por el principio de superposición, la proyección del desplazamiento del punto i en la 
dirección de la fuerza F¡ cuando actúan simultáneamente todas las fuerzas del sistema, será 

3¡ = Su F, + 3 ¡2 F 2 + - + &¡¡ F¡ + ■■■ + 3 in F n = ¿ ó ik F k (10.2.3) 

k=l 

es decir, este desplazamiento es una función lineal de los módulos de las fuerzas aplicadas. 
Los coeficientes 5 ¡k de esta expresión se llaman coeficientes de influencia , representando 3¡ k , 
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según hemos visto, la proyección del desplazamiento del punto i sobre la fuerza F¡ aplicada 
en él, cuando solamente se aplica en el punto k la fuerza unidad en la misma dirección y 
sentido que F k . 

Si F¡ es un par, <5, representa el giro del entorno elemental del punto de aplicación alrede¬ 
dor del eje del par. 


10.3. Expresiones del potencial interno 


Consideremos ahora un prisma mecánico al que solamente aplicamos fuerzas (o pares) con¬ 
centradas F ¡, en número finito. El potencial interno es igual al trabajo desarrollado por las 
fuerzas F¡ para hacer pasar el sólido del estado inicial neutro al estado final. 

Veamos algunas formas de expresar el potencial interno: 

a) En función de las fuerzas exteriores. 

Al aplicar las fuerzas de forma progresivamente creciente podemos suponer que cada 
una de ellas toma el valor pF¡, variando p de forma continua de 0 a 1. 

Si S¡ es la proyección del desplazamiento del punto i sobre la línea de acción de F¡, el 
trabajo exterior realizado por el sistema de fuerzas F¡ al pasar del estado caracterizado por 
el valor p al caracterizado por el valor p + dp , es (Fig. 10.3). 


d.-F = £ pF, S¡dp (10.3.1) 



Integrando, se obtiene 


¿ í 


p F¡ d¡ dp = - Y. F¡ $¡ 

¿ ,= i 


(10.3.2) 
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fórmula del potencial interno, debida a Clapevron, que nos indica que la expresión del po¬ 
tencial interno en función de las fuerzas exteriores es igual a la mitad de la suma de los 
productos de cada una de las fuerzas por la proyección sobre ella del desplazamiento de su 
punto de aplicación. 

Teniendo en cuenta que el desplazamiento Ó¡ es una función lineal de los módulos de las 
fuerzas aplicadas, según se ha visto en (10.2.3), se tiene: 

^ Y, F¡ = r X X ^ík ^ Yj **¡k ^k (10.3.3) 

- i 2 ¡ k 1 ¡ k 

El potencial interno es, por tanto, una función homogénea de segundo grado de las 
fuerzas aplicadas al cuerpo elástico. 

b) En función de las deformaciones. 

Si se conocen los coeficientes de influencia y las deformaciones ¿>¡. la expresión 

Ó, = Ó n F, + ó l2 F, + ••• + 6¡ h F„ (/ = I, 2. n) (10.3.4) 

representa un sistema lineal de n ecuaciones cuya resolución nos permite obtener las fuerzas 

F, en función de las deformaciones 


Fj = bj¡ Ó t + b J2 í> 2 + + b jH S„ = X h Jk <\ (/' = I, 2,.... n) (10.3.5) 

Sustituyendo este valor en la expresión del potencial interno, se tiene 

./= | £ F¡ Ó¡ = * X ¿¡ ^ bj k S k = *, X h jk ( h ¿k (10.3.6) 

Esta expresión indica que el potencial interno es una función homogénea de segundo 
grado de las deformaciones experimentadas por los puntos de aplicación de las fuerzas 
exteriores en la dirección de las mismas. 

c) En función de las componentes de las matrices de tensiones y de deformación. 

Consideremos un sólido elástico al que aplicamos un sistema de fuerzas f Q (X, Y, Z) sobre 
su contorno, y que está sometido también a unas fuerzas de masa por unidad de volumen 
f r (X, Y,Z). 

El trabajo realizado por ambos sistemas de fuerzas es, en virtud de la fórmula de Cla- 
pcyron 

~ Jj IXu + Yv + Zw ) í/Q + \ |J|^ (Xu + Yv + Zw) dxdydz (10.3.7) 

siendo «, u, w, las componentes del vector desplazamiento de los puntos en los que están 
aplicados las fuerzas exteriores y másicas; Í2 es la superficie exterior que limita al sólido 
elástico; y v es el recinto correspondiente. 



434 ELASTICIDAD 


En la primera integral podemos expresar las componentes d ef a en función de las com¬ 
ponentes de la matriz de tensión según las ecuaciones de equilibrio en el contorno, que¬ 
dando 


\.(o HX u + x xy v + x x . w) a + {x xy u + a ny v + x y . w) ¡i + (t,. u + x y . v + a n . u')y] díi + 
~ III (Xu + Yv + Zw) (iv = í || (/** + QP + Ry) + 

(Xu + Yv + Zw) dV (10.3.8) 


m. 


en donde a, y son las componentes del vector unitario normal a Í2. 

La primera integral de las dos últimas es el flujo del vector de componentes ( P , Q, R ) a 
través de la superficie Í2 del contorno. Por el teorema de Gauss-Ostrogradski, se verifica 


1 ff i rrr ípp fio pr\ 

2 II + QP + Ry) M j I ( + 7^ + y, ) dv < 1019 > 


Ahora bien, como 

' dP 0a nx 

T ~ ' u + 

ox dx 

oQ 8x xy 


+ T.,. — 


(10.3.10) 


y teniendo en cuenta las ecuaciones de equilibrio interno y las de definición de las compo¬ 
nentes de la matriz de deformación, queda: 






« + x„y„)dV (10.3. 


estando extendida la integral a todo el prisma mecánico. 

Hemos llegado asi a obtener la expresión del potencial interno en función de las compo¬ 
nentes de la matriz de tensiones y de la matriz de deformación. 

Hay que hacer notar que aunque aparentemente el potencial interno parece que es igual 
a la suma de los potenciales internos debidos a cada una de las componentes de la matriz de 
tensiones no es así, pues, por ejemplo, en el término a nx s x intervienen las otras tensiones 
normales: 
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O nx F. x 


f [ff " 


- /' K, + O] 


Sin embargo, sí podemos afirmar que el potencial interno es la suma de los potenciales 
internos debidos a las tensiones normales, por una parte, y a las tensiones tangenciales, por 
otra. 


'T= \ jjj K.v e, + <T ny >y + o n = dv + i JJJ < T x,. Yxr + T x.- )’xr + 
+ dv 


(10.3.12) 


d) En función de las componentes de la matriz de tensiones. 

Si en la expresión (10-3-11) sustituimos las deformaciones en función de las tensiones, 
mediante las leyes de Hooke generalizadas, queda: 


.'/■= Jjj j¿Onx + a ny + a lz - + a «y a »z + a nz ff nx)] + 

+ ^ (ixy + Tyz + T X=) | dx <ly dz (10.3.13) 

expresión del potencial interno en función de las componentes de la matriz de tensiones. 

e ) En función de las componentes de la matriz de deformación. 

Si ahora lo que hacemos en la expresión (10.3.11) es sustituir las tensiones en íunción de 
las deformaciones aplicando las ecuaciones de Lame, se llega a 


.-/'= JJJ [le 2 + 2G(c¿ + + £ 2 ) + G(y 2 xy + y 2 . + y 2 .-)] dV (10.3.14) 

En esta expresión se observa que //" = 0 para la matriz de deformación nula y, además, 
que siempre 


.y 0 


(10.3.15) 


Éstas son precisamente las propiedades que definen a una función que se dice de ella que 
es definida positiva. Por tanto, el potencial interno es una función que goza de tales propie¬ 
dades. 


10.4. Principio de los trabajos virtuales 

El principio de los trabajos virtuales se puede emplear para la resolución de determinados 
problemas de elasticidad. Recordemos que para el caso de un punto material, este principio 
establece que si el punto se encuentra en equilibrio sometido a un sistema de fuerzas, el 
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trabajo que realiza dicho sistema de fuerzas es nulo en todo movimiento virtual, compatible 
con las ligaduras. Si Su, Sv, Sw, son las componentes del vector desplazamiento virtual en las 
direcciones de los ejes coordenados y R x , R r . R. son las componentes de la resultante del 
sistema de fuerzas que actúan sobre el punto respecto de dichos ejes, según el principio de 
los trabajos virtuales, se verificará 

R x Su = 0; R y Sv = 0; R.Sw = 0 

ecuaciones que se satisfacen para cualquier desplazamiento virtual siempre que se verifique 
R x = 0: R y = 0; R : = 0 

que no son sino las ecuaciones universales de equilibrio del punto material. 

Si consideramos un cuerpo elástico, supondremos que un movimiento virtual es todo 
pequeño desplazamiento compatible con la continuidad del material que lo forma y con las 
ligaduras a las que pudiera estar sometido su contorno. 

Consideremos un sólido elástico y supongámosle sometido a una solicitación arbitraria 
formada por fuerzas de superficie f a y fuerzas de masa por unidad de volumen / r Si [T] es la 
matriz que define su estado tensional, es evidente que la condición de equilibrio del sólido 
exige que entre./j, (X. Y, Z), J' r ( X, Y.Z) y [7] se verifiquen las ecuaciones de equilibrio 
interno en todos los puntos del sólido y las ecuaciones de equilibrio en el contorno del 
mismo. 

Consideremos en el mismo sólido, por otra parte, un campo de movimientos y deforma¬ 
ciones ¡j/ compatible, que no tiene por que coincidir con el campo de movimientos <5 que 
provoque la solicitación exterior arbitraria que antes hemos supuesto. Que el campo de 
movimientos considerado sea compatible quiere decir que las componentes de la matriz de 
deformación que de él se derivan tienen que cumplir las condiciones de compatibilidad. Es 
evidente que si se obtienen a partir de las componentes de i¡/, de la misma forma que se 
obtuvieron las deformaciones según (3.7.1), las ecuaciones de compatibilidad se verificarán 
idénticamente. 

Sean i l/ x , i¡/ y , i¡/. las componentes de Si multiplicamos en cada punto del sólido la 
primera ecuación de equilibrio por i¡/ x , la segunda por i p , la tercera por«//_. sumamos miem¬ 
bro a miembro, e integramos la expresión resultante en todo el volumen V del sólido elásti¬ 
co, tenemos: 




''Oí... ( 1 t „. va„ 


+ II \dV + <XiP x + Yi¡/ y + ZifrMV = 0 (10.4.1) 


Cada término de la primera integral, por ejemplo -^r 2 - i¡/ x , se puede expresar de la si¬ 
guiente forma: 
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3x . <H* x y ' K) <¥.< 


por lo que la primera integral quedaría: 


ííí ( ' Tnx + Xxy ^ + T “ ^ =) + <Tx> ' ' / ' x + a " y * y + Tyz ^ :) + 

J z üx + V- **>] dv - JjJ \ a ^ + “«l? + 


* xy y!y + ^yt-. + b*yt:)\ dv 


»-(*♦*> *-©♦*> 

A su vez, la primera de estas integrales representa la integral extendida al volumen V de 
la divergencia de un campo vectorial que tenga de componentes respecto a los ejes x, .y, z las 
expresiones que respectivamente aparecen en los paréntesis. Por el teorema de Gauss- 
Ostrogradski, podemos igualar esta integral triple a una integral doble extendida a la super¬ 
ficie C2 del contorno. Si (a, /i, y) son las componentes de un vector unitario normal a dicho 
contorno, tenemos: 

|| [K.* fv + X xy + t*.- a + ( X x, *Av + %■ *Py + ?y; P + 

+ Kvr + *>-- 'f'y + W/l </Q = || CK.v « + X xyP + W) lAx + 

+ (t ív a + a„ f P + T y: y) ip y + (z x . a + z y J + a n; y) i pj ilQ = 

= || (Xip x + Y il/ y + Z <j/ : ) ilíl = || f n ■ iA d O (10.4.4) 

La expresión (10.4.1) adopta, pues, la forma 

fflM+ .-4+ 

= ÍÍÍ ^ ^ ' /V + {[/“ ‘ ^ ^ (10A5) 
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en donde el superindice i¡/ en los términos de la integral del segundo miembro indica que se 
trata de las componentes de la matriz de deformación correspondiente al campo ¡¡/ de des¬ 
plazamientos virtuales supuesto. 

La expresión (10.4.5) corresponde al denominado principio de los trabajos virtuales 
enunciado por John Bernouilli en 1717. Veamos qué significado tiene cada una de las inte¬ 
grales que aparecen en ella. La primera. 


Ifí (<T “ + a " y Ey + fTn: E * + X * y } '* y + T " X * : + Xy: }y:)dV (l0 ' 4 ' 6) 

no es sino el trabajo virtual realizado por las fuerzas internas. La segunda 


I 


ír ■ <A dV 


(10.4.7) 


representa el trabajo virtual que realizan las fuerzas de masa en el movimiento virtual; y la 
tercera 


Jj f a -¡dQ (10.4.8) 

es el trabajo virtual que desarrollan las fuerzas de superficie. 

Podemos, pues, enunciar el principio de los trabajos virtuales de la siguiente forma: en 
todo movimiento virtual que se haga en un sólido elástico, el trabajo virtual realizado por 
las fuerzas externas (de masa y de superficie) es igual al trabajo virtual realizado por las 
fuerzas internas. 

La expresión del principio de los trabajos virtuales admite otra interesante interpreta¬ 
ción si se tiene en cuenta que las fuerzas, tanto superficiales como másicas, se consideran 
constantes durante el desplazamiento virtual, por lo que si hacemos: 


'A, = <5„; 4> y = s,-<l> : = rñv; c* = Si- r.f = Se¿ i:t = óe : ; y* y = 5y xy ; 

yt-. = Sy x: ;y* : = Sy y; , 

la expresión (10.4.5) se puede poner en la forma 

ííí {a " x ÓF ' X + ° ny ÓFy + fT " : ÓE= + Xxy Ó ' xy + Xx: S,x: + Xy: 07 )llV ~ 

rrr rr 

(XSu + Yóv + ZSw) dV - (XSu + YSv + ZSw) díl (10.4.9) 


Teniendo en cuenta que el operador ó se puede sacar fuera de las integrales y llamando 
/ 0 a la energía de deformación por unidad de volumen 
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queda 

ó 


'*0 = °nx + <*ny E y + <*«: + *xy Vxy + 'xzlxz + lytlyx (10.4.10) 

[ÍÍÍ //_ ° <lV ~ ÍÍÍ (X " + ^ + ZW) ‘ IV ~ {{ + ?t ’ + 2w)dQ \ = 0 (l0 - 4 ‘ 


.4.11) 


La expresión entre corchetes representa la energía potencial total del sistema y la ecua¬ 
ción (10.4.11) es la formulación del principio de la energía potencial total. 

Puesto de esta forma el principio de los trabajos virtuales se llega a la conclusión que los 
desplazamientos que realmente se producen en un sistema elástico sometido a un sistema de 
fuerzas exteriores dado, son aquellos que hacen nula la variación de la energía potencial 
total del sistema, para cualquier desplazamiento virtual que podamos suponer a partir de la 
posición de equilibrio. Dicho de otra forma, la energía potencial total del sistema es un 
máximo o un mínimo. Por mecánica sabemos que, si el equilibrio es estable, se trata de un 
mínimo. 

Como en la deducción de la expresión (10.4.5) no se ha hecho intervenir la ley de Hooke, 
el principio de los trabajos virtuales se podrá aplicar a sólidos elásticos cuyos diagramas 
tensión-deformación sean lineales o no lo sean. 


10.5. Teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti 

Apliquemos a un sólido elástico dos sistemas de fuerzas F¡ y el primero aplicado en los 
puntos A¡ y el segundo en los B¡. 

Llamemos A, al corrimiento de los puntos A¡ y p) al corrimiento de los puntos B p en la 
dirección de las líneas de acción de las fuerzas respectivas, cuando aplicamos al sólido elásti¬ 
co solamente el sistema de fuerzas F¡. 

Sea, asimismo, p, el corrimiento de los puntos B¡ y A,' el corrimiento de los puntos A¡, en 
la dirección de las líneas de acción de las fuerzas respectivas, cuando se aplica al sólido 
elástico solamente el sistema de fuerzas <¡>¡. 

Haremos el cálculo del potencial interno debido a la acción simultánea de los dos siste¬ 
mas de fuerzas, de dos formas distintas: 

1." Aplicando en primer lugar el sistema de fuerzas F¡. 

El potencial debido a la acción exclusiva del sistema F, es: 


■ F(F¡) = 5 Z F ¡ X ¡ (10.5-1) 

Apliquemos a continuación el sistema de fuerzas <j>j. Para evaluar el potencial final, 
después de la aplicación del sistema (j> p hemos de tener en cuenta que las fuerzas F„ que ya 

están aplicadas, no varían de magnitud pero realizan el trabajo V F¡ AJ, y que los corrimien¬ 
tos de las fuerzas son los mismos, independientemente de que las fuerzas F¡ estén aplica¬ 
das o no al sólido elástico, en virtud del principio de superposición. 
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El potencial interno final será: 

'F(F, + <pj) = \ Z F, A, + ¿ X 0, // y + 2 F, A; (10.5.2) 

2. a Aplicando primero el sistema de fuerzas <pj , el potencial es 

■ r ^ = \L<t>jFj (10.5.3) 

y a continuación el sistema de fuerzas F¡ 

/F(<¡)j + F,) = ]■ X h Fj + \ Z + X <l>j F'j (10.5.4) 

¿ i ¿ Í J 

Al ser el potencial función de punto, las dos expresiones obtenidas han de ser iguales. 
Por tanto: 


= (10.5.5) 

i J 

Esta igualdad expresa el teorema de Maxwell-Beui: «En un sólido elástico, el trabajo 
realizado por un sistema de fuerzas F¡ al aplicar un sistema de fuerzas <pj es igual al trabajo 
realizado por el sistema cpj al aplicar el sistema F f ». 

Una importante consecuencia del teorema de Maxwell-Betti es la igualdad de los coefi¬ 
cientes de influencia recíprocos. 

En efecto, consideremos únicamente dos fuerzas aplicadas al sólido elástico: F ; aplicada 
en A, y aplicada en B¡. 

Si sólo aplicamos la fuerza F¡, el corrimiento del punto B¡ es: 


n'j = ój¡ F¡ 

(10.5.6) 

Si aplicamos únicamente la fuerza (¡>p el corrimiento de A¡ es: 


K = 8 U <Pj 

(10.5.7) 

Aplicando el teorema de Maxwell-Betti: 


F, 5¡j <pj = <pj Sj¡ F¡ => 5¡j = ój¡ 

(10.5.8) 


Resulta, por tanto, que los coeficientes de influencia recíprocos son iguales. Esto indica 
que la deformación producida en un punto i de un sólido elástico en la dirección de F¡ 
cuando se aplica en el punto j una fuerza unidad en la dirección de <pj, es igual a la de¬ 
formación producida en j , según <pp debida a una fuerza unidad aplicada en i según la 
dirección de F¡. 
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Como ejemplo de aplicación de esta propiedad tenemos que en una viga horizontal 
empotrada en un extremo y libre el otro (Fig. 10.4), el corrimiento vertical de un punto 2 de 
ella cuando aplicamos en el extremo una carga unidad, es igual al corrimiento vertical del 
extremo cuando esta carga unidad se coloca en el punto 2. 



Figura 10.4. 


Otro ejemplo de aplicación inmediata de este teorema sería el del cálculo del corrimien¬ 
to de un determinado punto cuando se aplica una carga en otro. En efecto, supongamos 
conocida la deformación de la barra AB de la Figura 10.5 cuando se aplica en la sección I la 
carga vertical P,. 



Figura 10.5. 


Por el teorema de Maxwell-Betti 


P, ¿x = P 2 => ¿x 


(10.5.9) 


en donde Ó 2 es el corrimiento de la sección 2 cuando solamente aplicamos la carga P, en la 
sección I, que es conocido, pues asi lo hemos supuesto. 

Este teorema es aplicable no solamente para fuerzas y corrimientos sino también para 
momentos y ángulos girados. 

Por ejemplo, en la viga simplemente apoyada en la Figura 10.6, la aplicación del teore¬ 
ma de Maxwell-Betti nos permite conocer el corrimiento de una determinada sección 1 
cuando en otra sección 2 aplicamos un momento M 2 


P, <5, = M 2 () 2 => S t = 0 2 


(10.5.10) 
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Figura 10.6. 


expresión con la que calculamos <5, supuesta conocida la ley de giros de las secciones cuan¬ 
do está aplicada solamente la carga P t . 


10.6. Teorema de Castigliano 

Las expresiones del potencial interno en función de las fuerzas aplicadas (10.3.3) y en fun¬ 
ción de las deformaciones (10.3.6) sirven como punto de partida para obtener, respectiva¬ 
mente, los llamados primer y segundo teorema de Castigliano. 

■'-= \ 1 K F¡ F k ■ //-= \ £ b jk Sj d k (10.6.1) 

¿ i.k ¿ j.k 

En efecto, derivando la primera expresión respecto de F„ teniendo en cuenta la igualdad 
de los coeficientes de influencia recíprocos, se tiene 


W i = $ s ‘ k Fk = s ‘ (l0 ' 6 ' 2) 

ecuación que expresa el primer teorema de Castigliano y que podemos enunciar así: 

«Si se expresa el potencial interno en función de las fuerzas aplicadas y se deriva respec¬ 
to de una de ellas, se obtiene la proyección del corrimiento del punto de aplicación de esta 
fuerza sobre su línea de acción.» 

Si consideramos ahora la segunda expresión (10.6.1) del potencial interno en función de 
las deformaciones y derivamos respecto de Sj 

|= <!<>■«) 

obtenemos la expresión del segundo teorema de Castigliano y cuyo enunciado sería: 

«Si se expresa el potencial interno en función de los corrimientos de los puntos en 
los que actúan las acciones exteriores y se deriva respecto al corrimiento de un punto, se 
obtiene la componente de la acción que sobre dicho punto actúa en dirección de este corri¬ 
miento.» 
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El teorema de Castigliano es aplicable al cálculo del giro <p¡ producido por un par M¡. 


<'M¡ 


= <Pi 


(10.6.4) 


En este caso, el teorema se enunciaría así: el vector rotación de un par cualquiera, pro¬ 
yectado sobre el eje de este par. es igual a la derivada parcial del potencial interno respecto 
del momento de dicho par. 

Hay que señalar que la validez de la aplicación del teorema de Castigliano está supedita¬ 
da al cumplimiento de todas las condiciones que se han establecido para su demostración. 
Es necesario, pues, que los desplazamientos y deformaciones sean funciones lineales y ho¬ 
mogéneas de las fuerzas exteriores y que la deformación elástica del cuerpo no influya en el 
sistema de fuerzas exteriores. No será aplicable, por tanto, a barras esbeltas sometidas a 
compresión (flexión lateral). 

Tampoco es aplicable cuando los desplazamientos pueden estar influidos por causas 
ajenas al sistema de fuerzas exteriores, como ocurre en el caso de existir variaciones térmi¬ 
cas, cuando se producen asientos anelásticos de los apoyos, etc. 

El teorema de Castigliano permite calcular los desplazamientos proyectados sobre las 
fuerzas exteriores aplicadas de los puntos de aplicación de las mismas, así como los giros 
experimentados por las secciones a las que se apliquen pares. Pero también permite calcular 
los desplazamientos de puntos del prisma mecánico sobre los cuales no actúe ninguna fuer¬ 
za exterior. Para ello se emplea el método de la carga ficticia, que consiste en lo siguiente: 

Se calcula el potencial interno . /'del prisma mecánico sometido al sistema de fuerzas 
exteriores, añadiendo a éste una fuerza auxiliar ficticia P aplicada en el punto que queremos 
calcular el desplazamiento y de dirección aquélla en que queremos medir la proyección del 
mismo. 

Se calcula la derivada parcial de respecto de P y en la expresión resultante se hace 
P = 0, es decir 

Del teorema de Castigliano se deduce un inmediato corolario: consideremos un cuadro 
rectangular (Fig. 10.7) al que se aplican dos fuerzas P iguales con la misma línea de acción y 
sentidos opuestos. 

Si queremos calcular la variación relativa de la distancia entre los puntos A y B de 
aplicación de ambas fuerzas podemos suponer uno de ellos lijo, por ejemplo el B (Fi¬ 
gura 10.76). 

Expresado el potencial interno del cuadro en función de P . la variación de la distancia 
relativa entre dichos puntos será: 


ó 


AH ~ 


(P 


( 10 . 6 . 6 ) 
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P P 



Figura 10.7. 

Por tanto, podemos decir que si entre las fuerzas exteriores aplicadas al prisma mecáni¬ 
co hay dos con la misma linea de acción y sentidos opuestos, el desplazamiento relativo de 
sus puntos de aplicación, proyectado sobre la línea de acción común, es igual a la derivada 
del potencial interno respecto a la fuerza común. 

Análogamente, si entre la solicitación exterior hay dos pares paralelos y de sentidos 
opuestos, la rotación relativa de las secciones a las que están aplicados, proyectada sobre la 
dirección común de sus ejes, es igual a la derivada del potencial interno respecto al momen¬ 
to M de dichos pares. 


<Pab 



( 10 . 6 . 10 ) 


10.7. Teorema de Menabrea 

Hemos visto cómo la aplicación del teorema de Castigliano permite calcular desplazamien¬ 
tos de los puntos de un prisma mecánico, así como los giros de las secciones del mismo. Este 
cálculo no presenta mayor dificultad cuando se trata de un sistema isostálico. 

Cuando el sistema es hiperestático puede suceder que las incógnitas hiperestáticas sean 
las reacciones de las ligaduras externas (sistemas exleriormente hiperestáticos) o bien que 
las reacciones estén estáticamente determinadas pero no sea posible calcular los esfuerzos 
interiores por aplicación de las ecuaciones generales de equilibrio de la Estática (sistemas 
interiormente hiperestáticos). 

Un ejemplo del primer tipo, es decir, de sistema exleriormente hiperestático lo tene¬ 
mos en el sistema plano formado por la viga indicada en la Figura 10.8, empotrada en un 
extremo y con dos apoyos móviles. 

El número de incógnitas de este sistema es de cinco (las dos componentes de la reacción 
y el momento de empotramiento en A y las reacciones verticales en los apoyos móviles B y 
C). por lo que, al ser tres el número de ecuaciones que nos proporciona el imponer las 
ecuaciones del equilibrio estático, el grado de hiperestaticidad es dos, es decir, existen dos 
incógnitas hiperestáticas. Podemos considerar que estas dos incógnitas hiperestáticas son. 
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Figura 10.8. 


por ejemplo, las reacciones X, y X 2 en los apoyos móviles B y C y calcular el potencial 
interno que será una función de estas dos incógnitas. 

.v = .v{X„X 2 ) (10.7.1) 

En estos apoyos móviles, en los que el desplazamiento es perpendicular a la dirección de 
la reacción, las derivadas parciales del potencial interno respecto a estas dos incógnitas, en 
virtud del teorema de Castigliano, deben ser iguales a cero 



dX~ 2 


0 


(10.7.2) 


Estas ecuaciones, cuyo número en el caso general es igual al de incógnitas hiperestáticas, 
junto a las ecuaciones de equilibrio permiten resolver la indeterminación del problema y 
obtener, por tanto, las reacciones hiperestáticas. 

Las ecuaciones (10.7.2) indican que para los valores de las incógnitas hiperestáticas que se 
originan efectivamente en el sistema, la función del potencial interno toma un valor máximo o 
mínimo relativo. Por Mecánica sabemos que se trata de un mínimo, si el equilibrio es estable. 

Podemos pues anunciar el siguiente teorema denominado de Menabrea o del trabajo 
mínimo: «en un sistema de sólidos elásticos los valores que loman las reacciones hiperestáti¬ 
cas correspondientes a los enlaces superabundantes hacen estacionario el potencial interno 
del sistema». 

Consideremos ahora un sistema interiormente hipcrestático, como puede ser, por ejem¬ 
plo, el cuadro de nudos rígidos representado en la Figura 10.9. Para aplicar el teorema de 
Castigliano a tales sistemas se convierten en sistemas isostáticos haciendo los cortes necesa¬ 
rios. en los cuales se introducen las incógnitas hiperestáticas en número igual al grado de 
hiperestaticidad. 

En nuestro cuadro, hiperestático de tercer grado, hacemos un corte y tomaremos como 
incógnitas hiperestáticas el esfuerzo normal N 0 , el esfuerzo cortante T 0 y el momento (lector 
M 0 en la sección del citado corte. 



Figura 10.9. 
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Ahora bien, estas magnitudes en los dos extremos del corte son iguales y opuestas. Apli¬ 
cando el resultado (10.6.9) deducido del teorema de Castigliano, al ser nula la rotación y los 
desplazamientos relativos en las direcciones longitudinal y transversal de la barra en la que 
hemos realizado el corte, de las secciones extremas del citado corle, se verificará 


PT, 


= 0 : 


d£ 

dM n 


(10.7.2) 


Este resultado nos permite enunciar el teorema del trabajo mínimo , aplicable con genera¬ 
lidad a los sistemas interiormente hiperestáticos: «los valores de las incógnitas hiperestáti- 
cas que se producen efectivamente en un sistema elástico interiormente hiperestático, son 
tales que hacen mínimo su potencial interno». 

El teorema de Menabrea es también aplicable al caso de sistemas reticulados con enla¬ 
ces superabundantes internos, como el indicado en la Figura 10.10. 



T F 

Figura 10.10. 

En tales casos se suprime la barra superabundante y se sustituye por el esfuerzo desco¬ 
nocido X. Se calcula el potencial interno del sistema sin tener en cuenta la barra suprimida. 
La ecuación adicional que nos resuelve el problema es la que expresa que la variación de 
distancia entre las secciones extremas de la barra suprimida debe ser igual y de sentido 
contrario a la variación de la longitud de la misma. 

El teorema del trabajo mínimo fue enunciado por el italiano Menabrea con anterioridad 
a la formulación por parte de Castigliano del teorema que hemos visto en el epígrafe ante¬ 
rior. De ahí que se conozca bajo su nombre. Pero fue Castigliano quien completó la demos¬ 
tración del mismo. 


10.8. Aplicación de principios variacionales para la resolución 
de problemas en Elasticidad 

En el Epígrafe 10.4 hemos visto cómo a partir del principio de los trabajos virtuales hemos 
llegado a la formulación del principio de la energía potencial total. Vamos a exponer ahora 
otro principio, denominado principio de la energía complementaria que, junto a aquel, nos 
va a permitir tener dos nuevas herramientas en forma de principios variacionales en los que 
vamos a poder resolver determinados problemas de elasticidad. 

Este nuevo principio variacional se obtiene haciendo variar virtualmente las tensiones 
en vez de hacer variar los desplazamientos, como hicimos al exponer el principio de los 
trabajos virtuales. Procederemos de forma análoga, pero teniendo en cuenta que cuando 
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hacíamos variar los desplazamientos las ecuaciones de compatibilidad quedaban automáti¬ 
camente satisfechas y nos teníamos que preocupar exclusivamente que se cumplieran las 
ecuaciones de equilibrio interno. Ahora, al hacer variar las tensiones, nuestra preocupación 
de que se verifiquen las ecuaciones de equilibrio interno no es suficiente, ya que se tienen 
que verificar también las condiciones de compatibilidad. 

Consideremos un sólido elástico en equilibrio en el que_[r] es la matriz de tensiones. 
Son conocidos los sistemas de fuerzas sobre el contorno./^ ( X , F, Z) y másicas f v ( X , Y, Z). Si 
damos una pequeña variación a las componentes de la matriz de tensiones, la matriz de este 
estado [7 + r>7'], verifica las condiciones de equilibrio pero no las de compatibilidad. 


S(o„ x + 

Sa HX 

) , (Kx xy + 

<5r, y ) 

+ 

<5t,.) 


X = 

dx 


ay 


+ dz 


+ 

cHx xy + 

Sx xy ) 

, + 

fon,) 

di x y . + 

foy:) 


V — 

dx 


dy 


+ dz 


4- 

/ = 

d(x xz + 
dx 

Óx xz ) 

+ ** ± 
dy 

¿V-) 

! a(<r„. + 

dz 

ó(7„ z ) 

4- 

z = 


Restando miembro a miembro a estas ecuaciones las que corresponden al estado tensio- 
nal antes de hacer variar las tensiones. Se tiene 


dfo„ x 


fo'x, 


ddx„ 

dx 

+ 

dy 

+ 

dz 

dSx xt 

-L 

dÓa ny 


d8x fZ 

dx 

1 

dy 


dz 

dóx x: 

-f- 

dó x y: 

-f 

dóo ns 

dx 


dy 


dz 


Se tendrán que verificar las condiciones de contorno en el estado tensional variado 

(<r„, + ¿O a + (t,, + Sx xy ) / i + (t„ + óx xz ) y = X + SX 
(t V) , + Sr xy ) a + (<r ny + Ó(T ny ) ¡í + (r,_. + Sx yz ) y = Y + 6? (10.8.3) 

(t x . + <51,.) a + (t,.. + <5T r .) /i + (<r„_ + Sa tts ) y = 2 + <5 Z 

siendo tx, /i, y las componentes del vector unitario normales a la superficie exterior del sólido 
y Sj Q (SX, <5K, <5Z) las pequeñas variaciones de las fuerzas superficiales sobre el contorno. 

Restando las ecuaciones de contorno correspondientes antes de la variación de las ten¬ 
siones, se tiene 


xÓa nx + [id x xy + yÓT xz = <5X 

<xÓT xy + l¡do ny + ySx y , = <5? 

aái,. + ¡id x y; + yó a n: = <5Z 


(10.8.4) 
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La variación que experimenta la energía de deformación del sólido elástico será 
5.7= .7(T+ 3T) - + a ny Sa„ y + a n: 8 a- /( a nx 3a ny - fia„ x 8a„._ 

— na ny 8a nx — ft3 ny 3a„. — / ia n . 3a nx — na„. 3a ny ) + — (r VJ . <5r X} . + x x . 3 t x , + 

+ T ys dxdydz (10.8.5) 

Teniendo en cuenta las leyes de Hooke generalizadas, la expresión anterior se reduce a 


3.7= 


(e, da nx + i: y Sa„ y + c. 3a n: + y xy 5x xy + y x . 3t x: + y y . 8x y .) dxdydz (10.8.6) 


Ahora bien, como el estado tensional antes de la variación de las tensiones verifica las 
condiciones de compatibilidad, podemos sustituir los términos de la matriz de deformación 
que aparecen en esta expresión por sus ecuaciones de definición en función de las compo¬ 
nentes del vector desplazamiento, y teniendo en cuenta que 

du du du . d(u8a ) d(uSx xy ) d(u8x x .) (d8a„ x < dSx xy , ddx x 

Tx* si + Tz ‘ ~ÓT + — + ~ÜT ~ V&T + “ST + 


— 3x r 


dv . dv d(v3x xr ) d{v3a m .) d{v3x y: ) 

- 3a ny + - 3x y: = 


(d3x xv dda d3x\ 

~ + ~t + ^r) 


(10.8.7) 


8x xs + — 3x y: + 


3a„. = 


i%w3x y .) d(w3x y .) ^(nvltr,,.) 
dx + dv + di 


d3x r 


~ l 3x y: + d3a n 


Si sustituimos estas relaciones en la expresión de 3.-/ y tenemos en cuenta el teorema de 
Gauss-Ostrogradski 


Tí U*»- 

dS x d8x„\ 

(dóx xy dSa ny d8x\ 

JJ.L'Vat 

H-;-b — 1 + v 

dy dz ) 

L ax + By + dz ) 


+ ~ dxdydz + jj [u(aóo HX + ¡i3x xy + y8x x .) -f 

+ v(x3x xy + P3a ny + y8x y .) + »v(adr v . + Ii8x y: + y¿<x„ : )] sQ 
estando extendida la integral doble a la superficie S exterior del sólido elástico. 


( 10 . 8 . 8 ) 
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Como se verifican las ecuaciones (10.8.2) y (10.8.4), la anterior expresión se reduce a 


-íí 


(uSX + vSY + wSZ) í/Q = 0 


o lo que es lo mismo 

S[.<r - | | (t/X + uY + wZ) </fi] = 0 
que se puede poner en la forma 


íí 


siendo 


&** = . / ) = 0 
. " = IT (uX + vY + wZ) ,IQ 


(10.8.9) 


( 10 . 8 . 10 ) 


( 10 . 8 . 11 ) 


La función ./ * = .' — . / recibe el nombre de energía complementaria , mientras que la 
ecuación (10.8.10) expresa el llamado principio de la energía complementaria, que se puede 
enunciar así: en los cuerpos elásticos en los que en sus puntos interiores se satisfacen las 
ecuaciones de equilibrio interno, el estado tensional es tal que la energía complementaria es 
un máximo o mínimo, es decir, la energía complementaria toma un valor estacionario. 

Conclusión de todo lo anterior es que en todo cuerpo elástico en equilibrio los desplaza¬ 
mientos de los puntos del cuerpo son tales que la energía potencial total es un mínimo y las 
componentes de las tensiones son tales que hacen que la energía complementaria sea un 
mínimo. 

Aplicaremos el principio de la energía complementaria al caso de barras prismáticas 
sometidas a torsión pura. Vimos en el Capitulo 7 que el problema elástico de tales barras se 
resolvía calculando una función de tensiones <I>, tal que las tensiones r VJ , y r t _ se obtenían a 
partir de ella 


<7d> íiq> 



siendo nulas las demás componentes de la matriz |T]. 

La variación de la función de tensiones es equivalente a la variación de las componentes 
de las tensiones. 

En lo que sigue supondremos G0 = 1, es decir, la función de tensiones que queremos 
encontrar verifica en los puntos de cualquier sección recta del cuerpo elástico la ecuación 


A<l> + 2 = 0 


(10.8.12) 
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y seguirá verificándose, evidentemente, que <I> se anula en los puntos del contorno. En esle 
caso, la solución de tensiones vendría dada por 


G0 — 


,¿XD 

- c "7v 


(10.8.13) 


En función de <I>, la energía de deformación almacenada en una barra prismática de 
longitud L es 



+ r 2 .) dx dy dz = 



(10.8.14) 


en donde Q indica que la integral está extendida a la superficie de la sección recta de la 
barra. 

sT es nula en la superficie lateral de la barra, ya que no existen en ella fuerzas superficia¬ 
les. En las dos secciones extremas tenemos 

:•/"= (x = 0) + .’ (x = L ) 


Pero, según vimos en el Capítulo 7 

v = —Uxz ; »v = Oxy 


para: x = 0:» = 0;w = 0 

x = L; r = —OLz ; vv = OLy 
La expresión de en la barra se reduce a 


0L 


ÍL'- ¡ 


t,., + v r„) dy dz = — G0 2 L 


Integrando por partes esta última integral, se tiene 


= 2G0 


*JL 


<D d\ dz 


( 1(P r<l)\ 

+ v —— ) dy dz (10.8.15) 


(10.8.16) 


habiendo tenido en cuenta que la función <1> podemos considerarla nula en el contorno. 
La energía complementaria de la barra será, por consiguiente 






8.17) 
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es decir: 


G0 2 L ff r fM>\ 2 f(Xt>\ 2 „ 1 , . 

+ w _r 


10.9. Método de Rayleigh-Ritz 

Con lo visto en este capitulo hemos obtenido un nuevo método de resolución del problema 
elástico. Se trata de buscar una función que debe hacer mínimo a un funcional determinado 
o, dicho de otro modo, la función debe satisfacer una ecuación variacional que hace que el 
funcional tome un valor estacionario. 

Este método, que nos proporcionará idénticas soluciones que el método del plantea¬ 
miento del problema elástico que hemos visto en el Capítulo 5, puede llevarnos a ellas con 
un esfuerzo de cálculo notablemente menor. 

Entre los métodos variacionales destaca el denominado método de Rayleigh-Rilz. Con¬ 
siste este método en poner la función de tensiones como una serie que verifique las condicio¬ 
nes de contorno pero en función de coeficientes indeterminados c¡, que se determinarán 
imponiendo la condición de ser mínima la energía potencial total o la energía complemen¬ 
taría, es decir, se tendrá que verificar el sistema de ecuaciones que nos proporciona imponer 
las condiciones de mínimo de cualquiera de las dos funciones: energía potencial total o 
energía complementaria. Resuelto este sistema obtenemos la función de tensiones que nos 
permite llegar a una solución aproximada del problema. 

Para ilustrar lo que se acaba de exponer veamos cómo se aplica el método de Raylcigh- 
Ritz para calcular una solución aproximada del problema clástico en una barra prismática 
de sección recta cuadrada, de longitud de lado 2a, sometida a torsión (Fig. 10.11). 



De la función de tensiones preconizada por el método de Rayleigh-Ritz 
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<!> = (y 2 - a 2 )(z 2 - fl 2 )(f, + c 2 y 2 + c, z 2 + c 4 y 2 z 2 + •••) 

que verifica la condición de anularse en los puntos del contorno con independencia de los 
valores que pudieran tomar los coeficientes indeterminados c¡(i = 1. 2, 3 ...), y en la que se 
ha tenido en cuenta la no existencia de los términos de la serie de indice impar, por razones 
de simetría de la sección, tomaremos como solución aproximada la siguiente 

d> = c, (y 2 - a 2 )(z 2 - a 2 ) 

Como las derivadas de <1> son: 

~ = c, ( 2 vz 2 - 2 a 2 y) = 2 c, y (z 2 - a 2 ) 
dy 

™ = c, ( 2 zy 2 - 2 zi 2 z) = 2 c, z Cv 2 - a 2 ) 


la expresión de la energía complementaria es: 


= dy j* {4f| [y 2 (z* - í/ 2 ) 2 + z 2 (y 2 - w 2 ) 2 ] - 4c,(y 2 - « 2 )(' 2 — a 2 )¡ dz 


Resolviendo la integral, se obtiene 


G0 2 L 64 
2 45 


(4 c 2 a H 


-5 c, a 1 ’) 


La condición de mínimo 


x* = S ( 8 t v ' 8 - = 0 

de, 2 45 


nos proporciona la constante c 


_ _5_ 


con la que obtenemos como función de tensiones aproximada 


= Á (y 2 - « 2 )(z 2 - fl 2 ) 
&/■ 


De la relación existente con el momento torsor aplicado se obtiene la inercia torsional 
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«" j = íl • * * ■ st '' í: * £* ■ - ai) dz= ? ■ ci “‘ - 

_ 32 6 _5_ _ 20a 4 

“i“ 8?' ~9~ 

La máxima tensión tangencial se presenta, como sabemos, en los puntos medios de los 
lados. 

Considerando la tensión r xy 




Particularizando para y = 0; z = ±a, se tiene: 

9M, 10 3 9W r 0,5625 Af ( . 

Tmúx - 20fl4 ^2° - 16fl 3 “ fl 3 

Como, según la ecuación (7.6.19), el valor exacto de la tensión tangencial máxima es 

4,80 M t 0,6 M r 
8a 3 ~ 


el error cometido al tomar la función de tensiones aproximada es —6,25 por 100. 


EJERCICIOS 


10.1. La deformada de la linea media de la viga AB simplemente apoyada indicada en la Figura 
EI0. la viene definida por las ecuaciones 

Pb , Pb , 

El. y = — x 3 + — ( b 2 — I 2 ) x para 0 ^ x ^ a 
61 bl 

Pb . Pb , , P(x - a) 3 

El. y = — x J + — (6- - /-) x-— para a < x < l 

61 bl bl 

siendo E el módulo de elasticidad e /. el momento de inercia del área de la sección respecto del 
eje z. 

Calcular el potencial interno de esta viga expresándolo en julios, cuando se aplican a la 
misma dos cargas P, = 0,5 tony P 2 = I ton, a distancias a, = 2 m y a 2 = 3 m, respectivamen¬ 
te, del extremo A. 

La sección recta de la viga es rectangular de dimensiones 70 x 135 mm (Fig. E10.IÓ), su 
longitud l = 6 m y el módulo de elasticidad E = 2,1 ' I0 A kp/cm 2 . 
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Sean 1 y 2 los puntos en los cuales se aplican las dos cargas A y B. Calcularemos los 
coeficientes de influencia utilizando la ecuación de la clástica dada, haciendo P = 1 kp y 
sustituyendo I. por su valor 


Tendremos en cuenta el cambio de signo, pues en este caso los d u son positivos, mientras 
que las ordenadas de la elástica respecto a la referencia indicada son negativas. 


EL6 U = + S? - P)a, = 400 • 2003 - 

" 6/ 6/ 1 6 - 600 6 - 600 


(600 2 - 400 2 ) 200. 


36 • 2,1 ■ 1.435 
300 


= 1,180 ■ 10" 3 cm/kp. 


c h 2°2 ,, ,, 300 ■ 300 

El. ó,, = ———h [b\ — l 2 )ti 2 =- 

‘ 61 - 6-600 6-600 


(600 2 - 300 ) ■ 300. 


36-2.1 ■ 1.435 


= 1,493 • 10" 3 cm/kp. 


118 • I0 6 118 

- 2.1 • .0- • 1.435 i ia = -= ~ 3 ¿ ~ . 2,| • 1.435 = 1,272 * ^^cm/kp. 

El potencial interno lo obtenemos aplicando la expresión del mismo en función de las 
cargas aplicadas 


& = \ I W* = P\ + 2 S l2 P t P 2 + Ó 22 P\) = ^ (1,180 • 500 2 + 

+ 2 ■ 1,272 • 500 ■ 1.000 + 1,493 • 1 . 000 2 ) • 10" 3 • ^ 9,8 julios = 149,94 julios 


./= 149,94 julios 
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10.2. La deformada de la linea media de la viga simplemente apoyada indicada en la Figura E10.2, 
cuando se la somete a una carga uniformemente repartida p kp/m, es 

1 (P l » P 4 P? \ 
y= Eí\^ ^ _ 24 / 

siendo E el módulo de elasticidad c /. el momento de inercia del área de la sección recta respecto 
del eje z. 

Hallar la expresión que da el potencial de la viga en julios, cuando / se expresa en metros, E 
en kp/cm 2 e /. en cm 4 . 



Aplicaremos la fórmula de Clapeyron, teniendo en cuenta que se trata de un sistema 
continuo 

/T ~ 75^77“ '° 2 j ulios 


10.3. La Figura KI0.3 representa un sólido elástico de forma tetraédrica OABC, referido a un sistema 
cartesiano ortogonal Oxyz, cuyas caras OAB, OBC y OCA se encuentran en contacto con super¬ 
ficies rígidas (planos coordenados), no considerándose ningún rozamiento. Sobre la cara ABC se 
aplica una distribución uniforme de fuerzas de superficie de valor f¡¡ = -40f — lOf — 30* 
(MPa). Sabiendo que en estas condiciones el estado tcnsional es homogéneo, se pide: 

1. " Matriz de tensiones. 

2. ° Potencial interno acumulado en el proceso de carga de la cara ABC. 


[e = 2- 10 4 MPa, p = -Y 

V 4/ 


I.” Como sobre las caras en contacto con las superficies rígidas no existe rozamiento y el 
estado tensional es homogéneo, las tensiones tangenciales, respecto de la referencia adoptada, 
son nulas en todos los puntos del tetraedro. Quiere esto decir que los ejes xyz coinciden con 
las direcciones principales en todos sus puntos. 
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Figura El03. 

El vector unitario u normal al plano ABC se puede obtener fácilmente a partir de la 
ecuación de dicho plano 

í + y - + ^ = I => 2x + 2 v + r = 4 


ya que es su vector característico normalizado 



Las ecuaciones de equilibrio en el contorno se reducen a 



de donde se obtienen las tensiones 



1 

- 30 = - a mz 


a nx = -60 MPa 
a ny = -15 MPa 
a„ z = -90 MPa 
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y, por tanto, la matriz de tensiones pedida será 



^ — 60 

0 

° \ 

m = 

0 

-15 

0 MPa 


o 

0 

-90/ 


2." Para calcular el potencial interno acumulado en el tetraedro en el proceso de carga 
descrito en el enunciado, podemos aplicar la expresión del potencial en función de las ten¬ 
siones 


y— jj£ l>« + oír + olz - 2/i(<r„ a ny + o ny a n: + a nz <x„)] dV = 

| | V 

j-jQ 4 [60 J + I5 2 + 90 2 - - (60 • 15 + 15 90 60)] - • 10 6 julios 


Operando, se obtiene 


= 5,4 • 10* julios 


10.4. Calcular el potencial de la barra cilindrica de sección rectangular b x li indicada en la Figu¬ 
ra F10.4ri, cuando una solicitación externa provoca un estado tcnsional en el que la única compo¬ 
nente no nula de la matriz de tensiones es n„, = ky (Fig. F 10.46), siendo k una constante. 




h) 


Se puede obtener el potencial interno de la barra considerada particularizando la expre¬ 
sión del potencial en función de las tensiones a nuestro caso 


1 

2E 


¿z ri rh /2 p >/2 

olx dx dy dz = — L dx y 2 dy I dz 

“ J J -h /2 J -b /2 


k 2 bh 3 I 
24 E 


k 2 bh 3 / 
24 E 


es decir: 
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10.5. Una barra cilindrica de radio R y longitud / sometida a torsión provoca un estado tensional tal 
que en cualquier punto P de una sección recta la única tensión que existe es de cortadura, de 
módulo t = kr, siendo k una constante y r la distancia del punto P al centro de gravedad G de la 
sección. La dirección de r es perpendicular a la recta GP y su sentido tal que el momento de r 
respecto de G tiene la dirección positiva del eje x (Fig. El0.5). 



Figura El0.5. 


Calculare! potencial interno de esta barra, expresado en julios, cuando la tensión de cortadu¬ 
ra máxima es igual a r ld ,„ = 80 MPa, siendo el radio de la barra R = 0,1 m, su longitud 
/ = 2 m, el módulo de elasticidad del material E = 2 • 10* MPa y coeficiente de Poisson // = 0,25. 


Aplicando la ecuación (10.3.13) que expresa el potencial en función de las tensiones 
tenemos: 


! - )dxdy * - ¿[fl t¡ '* J: -hl dx JL Aia " 


en donde / 0 es el momento de inercia polar del área de la sección recta. 
Sustituyendo valores, operando en el S.I., tenemos: 


n 0,1 d 


2 • 8 • 10 '° 


julios = 8 7T • I0 2 julios 


es decir: 

I //-= 2.513,27 julios 


10.6. Al aplicar una carga P A = 1.000 kp en el punto A de una viga simplemente apoyada (Fig. EI0.6) 
se producen los desplazamientos verticales Ó B = 3 mm y ó c = 5 mm en los puntos B y C 
respectivamente. 

Calcular el desplazamiento vertical del punto A cuando actúan sobre la viga las cargas 
P„ = 600 kp y P c = 800 kp aplicadas en B y C, respectivamente. 

Consideremos los estados I y 2 indicados en la Figura El0.6. El trabajo que realiza la carga 
P A cuando se aplica el sistema de cargas del estado 2 es P A • & A , mientras que el trabajo 
realizado por el sistema de cargas del estado 2 cuando se aplica la carga P A del estado 1 es 
P„- S„ + P c - Ó c . 
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Figura El0.6. 

Igualando ambos trabajos, en virtud del teorema de reciprocidad de Maxwell-Bctti, se 
tiene: 


P A^A — P B ’ &B + P C ' &c 


Sustituyendo valores 

1.000 S A = 600 • 3 + 800 • 5 = 5.800 mm kp 


se obtiene 


| S A = 5,8 mm 


10.7. Para provocar en un punto H de una viga un giro de I ha sido necesario aplicar en otro punto A 
de ella una carga P = 700 kp. 

Calcular el desplazamiento vertical que experimentará el punto A cuando actúe en ¡i un par 
M = 100 m • kp. 


Consideremos los estados I y 2 indicados en la Figura El0.7. 




Estado 2 


Figura El0.7. 


El trabajo producido por la carga del estado I cuando se aplica el momento del estado 2 es 
p ' ?> AM , mientras que el trabajo producido por el momento M del estado 2 cuando se aplica la 
carga P del estado I es M - 0 BP . 
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Igualando ambos, en virtud del teorema de Maxwell-Bclli, tenemos 
P ■ Ü AM = M 0 BP 


Sustituyendo valores: 


700 <5.., = I0 4 


obtenemos: 


S AU = 0,249 cm 


10.8. Cuando sobre el extremo libre de la viga en voladizo de la Figura El0.8a actúa una carga 
concentrada /’, el desplazamiento vertical de cada punto viene dado por la expresión: 


y 


JL(t 

2i:i. \3 


donde E es el módulo de elasticidad del material e /. el momento de inercia del área de la sección 
recta respecto del eje z, ambos constantes. Se pide calcular: 

1. ° Potencial interno de la viga. 

2. " Desplazamiento vertical del extremo libre, por aplicación del teorema de Castigliano. 

3. ” Desplazamiento vertical del mismo punto en los siguientes casos, por aplicación del 
teorema de reciprocidad de Maxwell-Belti. 


f 

i 

: í \ J_ 1 



[■■■.“1 


4_í- í 


/ 


a) b) <■) 


Figura El0.8. 
p 

a) Cuando actúan tres cargas de valor como indica la Figura E10.8Ó. 

b) Cuando la carga /’ actúa uniformemente repartida (Fig. El0.8c). 

1. " Dado que es conocido el desplazamiento del punto de aplicación de la carga P, el 
potencial interno lo calcularemos aplicando la fórmula de Clapeyron. 

1 1 

= - P ■ Ó = - P ■ y (o) = 

2. ” Aplicando el teorema de Castigliano, el desplazamiento vertical del extremo libre en 
el que se aplica la carga P, es 

3i7_ Pl 3 
Ó = d~P ~ 3 W = 



P 2 I 3 
6 El. 
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3." a) Tomaremos como estado I el representado en la Figura E10.8a y como estado 2 
el indicado en la Figura E 10.8/». Si ó es el desplazamiento vertical del estado 2, por el teorema 
de Maxwell-Betti, tenemos 



de donde 


f 2 ') + y/VY| = Jüf- . M 3 , » Pl 3 UPl> 
\V ' V VJ 128 EL 48 EL 384 EL 32 EL 



b) Seguiremos tomando como estado I el indicado en la Figura EI0.8« y tomaremos 
como estado 2, en este caso, el representado en la Figura El0.8c. 


P ■ ñ 




♦I" 


P 2 ! 3 

a el 


de donde: 



10.9. Se considera el sistema de barras articuladas indicado en la Figura E10.9. El módulo de elastici¬ 
dad de las barras es E = 2 10* MPa, la longitud de cada una de las barras que forman el 
cuadrado exterior es a = 40 cm y el área de la sección recta Í2 = 4 cm 2 . 

Se aplica en el nudo A del sistema una carga /’ = 2 ton. 

Sabiendo que el potencial interno de una barra sometida a un esfuerzo normal N de tracción 
o compresión es: 


2EQ' 

Se pide calcular, por aplicación del teorema de Castigliano: 

1. " El descenso del nudo A. 

2. ” El acortamiento de la barra CD. 

I." Por razones de simetría, el esfuerzo normal N en las cuatro barras iguales tiene el 
mismo valor. 

Planteando el equilibrio en los nudos A (Fig. EI0.9«) y D (Fig. E10.9Ó) obtenemos los 
esfuerzos normales sobre las barras del sistema. 

2 N eos 45" - P = 0 => N = — 

x/2 

N, - 2 N eos 45° = 0 => N¡ = N^/l = P 

Las 4 barras iguales trabajan a tracción, mientras que la barra CD lo hace a compresión. 
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Figura El0.9. 

El potencial interno del sistema será: 


= 4 2 - ky “ + 2 es '’ 2 ”'/ 5 


aP 2 
2 £fi 


(2 + ^ 2 ) 


El desplazamiento del nudo A. que es el punto de aplicación de la carga P, en virtud del 
teorema de Castigliano, será: 


= Tp = Í (2 + ^ + S*™ = a034 ' 


[ S A = 0,34 mm | 

2." Para calcular el acortamiento de la barra CD aplicamos en los nudos C y D cargas 
ficticias horizontales Q (Fig. El0.9c). 

La ecuación de equilibrio en el nudo A es la misma que se tenía anteriormente. En el 
nudo D : 


N , - Q - 2N eos 45° = 0 => N, = P + Q 
La expresión del potencial interno es, en este caso 

■^ i éi P i‘‘ + rm' p + a),a ^ 

El acortamiento de la barra CD. en virtud del teorema de Castigliano, será: 

f\ p _ 1 00C) — 

¡Te L - ^ = rlrl 40 --fi «» - °.°U cm 


S c = 0,14 mm 
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10.10. Sabiendo que el potencial interno de una pieza prismática recta sometida a tracción o compre- 

N 1 

sión tiene por expresión: —— I ; siendo N el esfuerzo normal, / la longitud, E el módulo de 

2 ELI 

elasticidad y Í2 el área de la sección recta. Se pide: 

1. ° Calcular el corrimiento del nudo A del sistema articulado indicado en la Figura E10.10 
cuando se aplica la carga P. 

2. a Hallar los alargamientos o acortamientos de las barras del sistema. 

Las barras AB y AC son del mismo material y ambas tienen igual área de sección recta. 
Í2 = 4 cm 2 ; E = 2 • 10* MPa; P = 8.000 N; a = 1 m. 



Figura El0.10. 

1.” El corrimiento del nudo A tendrá dos componentes: una vertical <5„ y otra horizontal 
Ó„. Para obtener estas dos componentes mediante la aplicación del teorema de Castigliano 
consideraremos una fuerza ficticia horizontal (?(Fig. El 0.10a) aplicada en el nudo A,en el que 
está también aplicada la carga P. Planteando el equilibrio en el nudo A tenemos: 



íQ + N 2 eos 30° — N t eos 45" = 0 í—N ly /2 + N 2 ^/3 = —2 Q 

TV, sen 45° + N 2 ■ sen 30° - P = 0 ^ jw, J2 + N 2 = 2 P 
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sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, cuya solución es 


_ 2(/V3 + Q) 2 (/> - Q) 

' ^2(1 + V3)’ 1 + v/3 

es decir, obtenemos los esfuerzos normales N¡ y N 2 que actúan sobre las barras AB y AC 
respectivamente. 

El potencial interno del sistema, en función de P y de Q, tendrá por expresión 


4 (Pj 3 + Q) 2 

■ EQ 2d + y^) 2 


"x/2 


1 MP - Q) 2 2fZa 

2£íi„ + yá) 2 3 


= 189.47 • 10' 


{Pyfi + Q) 1 


ESI 


+ 309,4 • 10' 


(P - Q) 2 


Aplicando el teorema de Castigliano obtenemos las componentes del vector corrimiento 
<5, = írfl = 378,94 • 10' 3 


'0 = o 




= 378,94 10 


ESI 

ESI 


P aP 

a + 618,8 ■ 10" 3 — a = 1.755,62 • 10' 3 — 
ESI ESI 


ESI 


ESI 


El signo más significa que tiene el mismo sentido al asignado a la carga ficticia, Q. Por 
tanto, el corrimiento pedido es (Fig. E10.106) 



Figura El0.106. 


aP aP 

d v = 1.755 — ó„ = 0,037 — 
ESI ESI 


Sustituyendo valores 

<5, = 1,755 

S H = 0,037 


2 • 10 5 ■ 10 6 ■ 4 • 10 J 
1 • 8.000 

2 • 10 5 • 10 6 •4 • 10 ' 


m = 1,755 10 3 cm 
r m = 0,37 • 10' 3 cm 


S = (-0,37 • 10" 3 , -1,755 • 10 3 )cm 
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2.° Conocida la expresión del potencial interno de una barra sometida a tracción o com¬ 
presión, el alargamiento de la misma se puede calcular aplicando el teorema de Castigliano. 


A/ = — = 


NI 

EQ 


N 


N 


Figura EIO.lOc. 

Aplicando esta expresión a cada una de las barras del sistema, se tiene: 

N,l, 2 Pj 3 /, = 2 Pa y/5 

' «1 ESly/2 (1 + y/3) EÍH I + y/3) 

A1 _ N 2 l 2 _ 2 PL = 4 Pa 

2 en ££2(1 + y/3) ££2^3(1 + ^3) 

Sustituyendo valores: 

Al. = -—y'J- m — 1,268 • 10 4 ni = 12.68 ■ 10~ 3 cm 

2 • I0 5 ■ I0 h • 4 • 10 4 ( 1 + ^3) 

AL = --— _ - -=- m = -0,845 • 10 4 ni = -8.45 • 10 3 cm 

' 2 • 10 5 • 10" -4 • 10 4 V ^3(I +V3) 

Al, = 12,68 • 10 3 cm 
A/ 2 = -8,45 • 10 3 cm 

10.11. Calcular la expresión del potencial interno de una barra rectilínea de longitud /, sección constan¬ 
te £2 y módulo de elasticidad £, sometida a un esfuerzo de tracción uniforme N aplicado en sus 
extremos. 



Figura E10.11. 


Aplicar dicha expresión para calcular, mediante la aplicación del teorema de Menabrea, los 
esfuerzos a que están sometidas las seis barras del sistema plano de la Figura E10.ll. Las seis 
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barras son del mismo material, tienen igual sección y están articuladas entre sí. La solicitación 
exterior está formada por cuatro fuerzas F, y F 2 iguales dos a dos, aplicadas en los vértices 
exteriores con las direcciones y sentidos indicados. 


La expresión pedida del potencial interno de una barra sometida a tracción se obtiene 
tacilmente particularizando la expresión correspondiente en función de las componentes de la 


matriz de tensiones, teniendo en cuenta que «T„ t 


N 

ñ 




, I N 2 

a 2 x (IV = — — Sil = 
2ES1 2 


N 2 I 

2ES1 


El sistema dado es hipcrestático de primer grado. Por razón de simetría se deduce que los 
esfuerzos normales N de las cuatro barras del contorno son iguales. 

De la Figura E10.11 a, planteando el equilibrio en los nudos Ay B, se obtienen los esfuerzos 
normales N x y N 2 en las barras diagonales en función de N. 


F x - N 2 - 2N eos 45° = 0 
F¡ - N, + 2N eos 45 = 0 



Figura KIO.lla. 

De este sistema de ecuaciones se obtienen 

N > = F 2 + N s ¡2 ; N 2 = F, - N^/2 
El potencial interno del sistema será: 

= ¿2 (4N2 ' + A,|2/| + N2 '> } = ¿ [ 4A/2 + < F i - *\/2) 2 v/2 + (F 2 + Nj2) 2 j2-\ 
Aplicando el teorema de Menabrea. la ecuación 

— = 0 => 4JV + n /2 (F, — NjlH-Jl) + s /l(F 1 + N^2 )J2 = 0 


nos permite calcular la incógnita hiperestática del sistema considerado 


N F| p2 

■ H _ + ^2(1 + x/2) . „ F,d + J2) + F 2 

2U + Jl) 

2 + V 2 ’ ‘ 2 + ./2 





11 

Teorías acerca del comienzo 
de deformaciones no elásticas 


11.1. Deformación plástica de los materiales. Criterios de plastifícación 

Cuando se aplica un sistema de cargas a una pieza de determinado material elástico se crea 
un estado de deformación que da origen a un estado tensional, relacionados ambos estados 
por las leyes de comportamiento que se han visto en el Capítulo 4. Si incrementamos los 
valores de las cargas que constituyen la solicitación, experimentalmcnte se comprueba que 
el material llega un momento en que abandona el comportamiento elástico. 

Por otra parte, toda deformación producida en el material por el sistema de cargas 
produce un estado de mayor potencial interno y, por consiguiente, menos estable, ya que la 
configuración que adopta la estructura interna de cada material corresponde a la agrupa¬ 
ción de mínima energía de sus átomos. Puede suceder que al desaparecer la carga como 
causa de la alteración de la pieza desaparezca también el efecto, es decir, la deformación, y al 
volver a su energía mínima los átomos vuelvan a ocupar sus posiciones iniciales. Una defor¬ 
mación de este tipo es la que hemos llamado deformación elástica, que existirá mientras 
subsista la carga y desaparecerá cuando cese ésta. 

Durante el proceso de carga, fuerzas aplicadas y deformaciones se rigen por las leyes de 
Hooke. Pero es evidente que al aumentar la carga también aumentarán los valores caracte¬ 
rísticos del estado tensional y, en consecuencia, la variación de las distancias entre los áto¬ 
mos, hasta llegar a romperse los enlaces atómicos de la estructura interna del material. 

Llegado a este punto puede suceder que se mantenga la cohesión con la formación de 
nuevos enlaces que sustituyan a los primitivos o que no se mantenga y entonces la rotura de 
los enlaces es definitiva. En el primer caso tenemos la deformación plástica que se caracteri¬ 
zará, al haberse roto enlaces interatómicos, por deformaciones de tipo permanente y en el 
segundo se producirá la rotura. 

La iniciación de deformaciones plásticas ya se comprende que va a producir variaciones 
cualitativas de las propiedades del material y no digamos la rotura de la pieza, que puede 
producir la ruina de la estructura de la que forma parte. Por eso es de gran importancia 
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averiguar cómo se producen y cuáles son las causas determinantes del comienzo de las 
deformaciones anelásticas. Muchos han sido los especialistas que han investigado estas 
cuestiones. El objetivo que nos proponemos en este capitulo es exponer las diversas teorías 
o criterios con los cuales se ha tratado de determinar la combinación de tensiones y sus 
correspondientes deformaciones que agota el régimen elástico del material. 

Ya se comprende que en un estado tensional simple el problema se resuelve muy fácil¬ 
mente: se hace el ensayo del material a tracción y se obtiene en el diagrama de tracción el 
punto característico correspondiente a la tensión límite para este material. Tomaremos 
como tal el limite elástico o tensión de fluencia a e en caso de materiales dúctiles y la tensión 
de rotura a r si se trata de materiales frágiles. 

En lo que sigue y cuando nos refiramos a materiales dúctiles consideraremos como dia¬ 
grama elasto-plástico ideal el representado en la Figura 11.1, que no es sino la simplifica¬ 
ción al diagrama tensión-deformación visto en el Capítulo 4 (Fig. 4.2) para el acero dulce,en 
el que se ha despreciado la falta de linculidad entre a p y <r ( „ se ha confundido a c con a { y se 
ha supuesto que alcanzada la fluencia el material se plastifica a tensión constante. 




Si se trata de materiales frágiles el diagrama tensión-deformación es del tipo indicado en 
la Figura 11.2, que nos indica que se produce la rotura de forma brusca antes de alcanzarla 
fluencia. 

Puesto que el objetivo que nos hemos propuesto es el de exponer las diversas teorías o 
criterios que explican el comienzo de las deformaciones plásticas en un sólido elástico some¬ 
tido a un estado tensional triple, hagamos algunas consideraciones generales sobre los crite¬ 
rios de plastificación. 

Dado que el estado tensional en los puntos del sólido viene definido por la matriz de 
tensiones [T], un criterio de plastificación será una ley que defina el limite del comporta¬ 
miento elástico del material, es decir, una ley cuya expresión matemática traduzca que una 
determinada función de la matriz de tensiones alcance un valor critico C. 

/([?]) = C (11.1.1) 

Si el valor de esta función en cualquier punto es menor que el valor crítico 

/(IT]) < C (11.1.2) 

el material se comporta elásticamente, sin que se haya producido en ningún punto plastifi¬ 
cación alguna. 
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Si, por el contrario, existen puntos en los que se verifica 

mn) >c (n.1.3) 

se habrán producido en esos puntos deformaciones plásticas. 

Ahora bien, como estamos considerando materiales isótropos, es evidente que la plasti- 
ficación no depende del sistema de referencia de la matriz de tensiones. Por tanto, podemos, 
sin pérdida de generalidad, considerar en cada punto un sistema de referencia cuyos ejes 
sean coincidentes con las direcciones principales. De esta forma, el criterio de plasticidad 
expresado por (11.1.1), es claro que se puede expresar en función de las tensiones principales 
de la siguiente forma: 


F((t„ <x 2 , <x 3 ) = C 


(11.1.4) 


Por otra parte, según vimos en 2.10, la matriz de tensiones se puede descomponer en 
suma de otras dos 


(11.1.5) 


I a 1 

0 

°\ 

i 0 m 

0 

0 \ /<T, — O m 

0 

0 \ 

0 

ff 2 

0 

= 0 

a m 

O 

+ 

O 

(T 2 -«T m 

0 

\0 

0 


\0 

0 

oj \ 0 

0 

“i-Om/ 


siendo <r,„ la tensión normal media. 


( 11 . 1 . 6 ) 


Pues bien, se ha comprobado experimentalmente por Bridgman, entre otros investiga¬ 
dores, que la plastificación de los materiales es independiente de la tensión normal media, 
por lo que la matriz esférica, primera matriz de la descomposición (11.1-5), no interviene en 
el proceso de plastificación. Esta matriz produce cambio de volumen, pero no de forma. 

Por el contrario, la matriz desviadora produce cambio de forma y no de volumen, ya 
que su primer invariante es nulo. 


/, = ct, + <x 2 + - 

y es nula también la dilatación cúbica unitaria 

1 - 2/i 


3 <r_ = 0 


(11.1.7) 


( 11 . 1 . 8 ) 


Esta distorsión o cambio de forma es la causante de la plastificación del material. 

Estas consideraciones nos conducen a una interesante representación geométrica del 
fenómeno de la plastificación. En efecto, si consideramos un punto de un sólido elástico en 
el que exista un estado tensional cuyas tensiones principales sean <r,, a 2 y <r 3 , el punto 
representativo en el espacio de tensiones principales es P(a x , <x 2 , <r 3 ) (Fig. 11.3). 
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El vector OP se puede considerar como suma de otros dos. 


OP = OA + AP 


siendo A la proyección ortogonal de P sobre la trisectriz o linea hidrostática «t, = rr 2 = rr 3 . 

Es fácil ver que las coordenadas de A son iguales a la tensión media o m , ya que el plano 
que es perpendicular a la trisectriz y pasa por P tiene por ecuación 


(x - <x,) + (y - a 2 ) + (z - <r 3 ) = 0 


Las coordenadas de A se obtienen cortando este plano por la trisectriz. 


3 x A - (ff, + a 2 + a 3 ) = 0 => x A = y A = z A = a m 


Como la plastificación, según se ha dichojintes, es independiente de la tensión normal 
media, ésta no dependerá de la componente OA, sino solamente de la co mpo nente desviado¬ 
ra AP, es decir, la plastificación se iniciará cuando el módulo del vector APjdcance un valor 
crítico, independientemente del valor que pueda alcanzar el módulo de OA. Por tanto, la 
expresión matemática (11.1.4) que traduzca un criterio de plasticidad vendrá representado 
en el espacio de tensiones principales por una superficie que llamaremos superficie de plasti¬ 
ficación. Esta superficie será un cilindro de generatrices paralelas a la trisectriz y es tal que si 
el punto P representativo del estado tensional de un determinado punto del sólido elástico 
es interior a él, el sólido está trabajando en ese punto en régimen elástico. Si por el contra¬ 
rio, el punto P está sobre la superficie del cilindro o es exterior a él, existirán en el punto 
considerado deformaciones plásticas. 
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Figura 11.4. 

En la Figura 11-4 se representa la superficie de plastificación, así como la superficie de 
rotura que se obtiene experimentalmente. En esta última se distinguen dos zonas: una, inte¬ 
rior a la superficie de plastificación en la cual se produce la fractura frágil sin que se haya 
producido previamente plastificación alguna; y otra exterior, en la que la mayor distancia 
de sus puntos a la trisectriz, respecto de la superficie de plastificación, se explica por la etapa 
de fortalecimiento que existe en los materiales elásticos reales, que se considera despreciable 
en el diagrama elasto-plástico ideal, supuesto anteriormente. 

La zona de fractura frágil sin plastificación previa refleja el comportamiento de los ma¬ 
teriales frágiles, mientras que la zona de la superficie de rotura exterior a la superficie de 
plastificación explica el comportamiento de los materiales dúctiles. 


11.2. Ensayo a tracción de un material 

Sometiendo a una probeta de material dúctil a un esfuerzo de tracción se crea en el material 
un estado tensional simple. Si la carga aplicada a la probeta es gradualmente creciente, 
alcanzará un determinado valor para el cual el material comienza a experimentar deforma¬ 
ciones plásticas. Se dice que el material empieza a fluir. 

En un ensayo a tracción de un material dúctil realizado en el laboratorio hay seis magni¬ 
tudes que cuando empieza la fluencia se alcanzan simultáneamente, tomando cada una de 
ellas los siguientes valores. 

1. La tensión principal alcanza el límite de fluencia a tracción del material a L „ Esta 
tensión principal es máxima pues las otras dos son nulas 


= <r e 


(11.2.1) 
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Figura 11.5. 

2. La tensión tangencial máxima toma el valor 



3. La deformación longitudinal unitaria máxima alcanza el valor 



( 11 . 2 . 2 ) 


(11.2.3) 


4. 


5. 


La energía de deformación absorbida por unidad de volumen vale 

La energía de distorsión . /¡, esto es, la energía debida al cambio de la forma, absorbi¬ 
da por unidad de volumen, es: 


V - ' + ,l a 2 

■ J ~ 3 E ° e 

6. La tensión tangencial octaédrica alcanza el valor 


t„ = o e = 0,47 a e 


(11.2.5) 


( 11 . 2 . 6 ) 


Estas seis magnitudes alcanzan los valores indicados simultáneamente en el ensayo a 
tracción que origina en el material un estado tensional simple. Pero si el estado tensional es 
doble o triple, estos seis valores no se alcanzarán simultáneamente. Surje entonces la necesi¬ 
dad de establecer si alguna de estas magnitudes puede considerarse limitativa de las cargas 
que actúan sobre una pieza de material elástico para que no se produzcan en la misma 
deformaciones plásticas. 
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Cada uno de los valores indicados que se obtienen en el ensayo a tracción han sugerido 
otras tantas teorías o criterios para predecir cuando el estado tensional no es simple, el 
comienzo de la acción anelástica. 

Conviene hacer algunas observaciones previas al estudio de cada uno de estos criterios. 
En primer lugar, que en la actualidad no existe ninguna teoría que se adapte completamente 
al comportamiento real de cualquier material clástico. Sin embargo, sí existen teorías que 
son aplicables a grupos de materiales específicos. 

Por otra parte, en el ensayo a tracción que se ha descrito anteriormente, se ha considera¬ 
do un material dúctil, pero existen también materiales frágiles cuya tensión límite es la 
tensión de rotura. Por eso, más que decir que el material comienza un comportamiento no 
elástico, tiene más sentido que digamos que el material alcanza un estado límite. 

Si sometemos una probeta de determinado material a un ensayo de tracción, podemos 
obtener fácilmente el valor de la tensión última a u , bien por plaslificación o fluencia si se 
trata de un material dúctil, o bien por fractura si el material es frágil. Si en el mismo mate¬ 
rial, estando sometido a tracción uniaxial, la tensión es a, es evidente que la relación entre a u 
y a nos indicará el grado de seguridad de su estado terminal. De ahi que definamos como 
coeficiente de seguridad n en la relación 



a 


Vemos que el coeficiente de seguridad, que siempre será ^ 1, es el factor que multiplica¬ 
do por la tensión a que existe en el material de la pieza sometida a tracción, nos da la 
tensión última a u . 

Nos interesa poder reducir cualquier estado tensional triple o doble a uno simple que 
nos sirva de comparación. Si tenemos un estado tensional triple en el que las tensiones 
principales son <r,, a 2 y <r 3 , supongamos que multiplicamos todas las cargas que produce el 
estado tensional por un mismo número «, que vamos aumentando hasta que las tensiones 
principales en el punto que se considera, que serán na x , na 2 y mr 3 , respectivamente, produz¬ 
can un estado límite. Es evidente que n es el coeficiente de seguridad que antes hemos 
definido para un estado tensional simple y ahora lo es para un estado triple. 

Pues bien, definamos como tensión eguivalente, ff cqujv , la que existiría en una probeta de 
ese material sometido a tracción, tal que el coeficiente de seguridad del estado tensional 
dado y el de la probeta a tracción fuera el mismo (Fig. 11.6). 




Figura 11.6. 
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De esta forma, cuando e! material alcanza su estado límite la tensión equivalente coinci¬ 
de con la tensión última a u , y ésta será igual al límite elástico a e en el caso de materiales 
dúctiles, o igual a la tensión de rotura a r si se trata de materiales frágiles. 


11.3. Teoría de la tensión principal máxima 

La teoría de la tensión principal máxima , atribuida a Rankine*. expresa que el estado límite 
en un punto de un material en el que existe un estado tensional cualquiera comienza cuando 
una de las tensiones principales extremas en dicho punto alcanza un valor igual a la tensión 
límite a tracción o compresión, deducido de ensayos a tracción o compresión simples. 

La formulación de este criterio sería la siguiente 

(T, = a u , ; 1(1,1 = |ffj (11.3.1) 

siendo a M y a uc las tensiones últimas a tracción y a compresión, respectivamente. 

En el espacio de tensiones principales, si a u , = |<rj, la superficie de plastificación seria 
un cubo cuyo centro coincidiría con el origen de coordenadas (Fig. 11.7a). Como general¬ 
mente |<rj > a ur la superficie de plastificación sería un cubo, pero el origen no coincide con 
su centro (Fig. 11.7 b) 




Figura 11.7. 


De aceptarse esta teoría para los materiales dúctiles, en el estado tensional indicado en 
la Figura 11.8 en el que la tensión a x = a e , la tensión máxima seguirá siendo la misma 
cuando se superpone la tensión o 2 de compresión, en dirección normal a o - ,. 


W. J. M. Rankine (1820-1872), eminente científico inglés del siglo xtx. 
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Si a 2 = — <r lt la tensión tangencial máxima, que se presenta en planos que forman 45 
con la dirección de la tensión <r,, toma el valor de <x,, como ocurre en una pieza cilindrica 
sometida a torsión. De lo anterior se deduciría, de ser cierta esta teoría para cualquier 
estado tensional, que la tensión de fluencia del material a cortadura pura tendría que ser al 
menos igual a la tensión de fluencia a tracción. 

Como para todos los metales dúctiles la tensión de fluencia que se obtiene en el ensayo a 
torsión es menor que la que se obtiene a tracción, se infiere que la existencia de tensiones 
tangenciales relativamente grandes en un punto invalida esta teoría. 



Figura 11.8. 


Esta teoría se aplica razonablemente a materiales frágiles, tal como el hierro fundido*. 
No obstante, tampoco es admisible su aplicación con generalidad a estos materiales, ya que 
de ser cierta se produciría la rotura por equicomprcsión cuando se verificase a l = a 2 = 
= <t 3 = o- c , siendo a c la tensión de rotura a compresión simple, lo que está en desacuerdo 
con los resultados experimentales. 


11.4. Teoría de la tensión tangencial máxima 

Denominada frecuentemente criterio de Tresca-Guest, o simplemente criterio de Tresca**: 
expresa que el estado limite en un punto de un cuerpo en el que existe un estado tensional 


* Véase Egor P. Popov. Mecánica de materiales. Limusa. 1982. pág. 340. 

** En 1868, Tresca presentó a la Academia Francesa dos notas que versaban sobre la fluencia de metales bajo 
grandes presiones. 
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cualquiera comienza cuando la tensión tangencial máxima (que se presenta, como sabemos, 
en dos planos de la radiación de vértice el punto) alcanza un valor igual al alcanzado en el 
ensayo a tracción cuando se llega a la tensión limite, es decir, cuando 


o bien 


a, — a i _ a„ 
2 — ~1 




= a u 


(11.4.1) 


Esta teoría es razonablemente aceptable para materiales dúctiles sometidos a estados de 
tensión en los que se presentan tensiones tangenciales relativamente grandes. Quiere decir 
que la tensión límite coincide con el limite clástico a tracción <r,„ por lo que la expresión 
(11.4.1) sería 


a , — a 3 = a e (11.4.2) 

Esto equivale a decir que la tensión de fluencia a cortadura no debe exceder a la mitad 
del valor de la tensión de fluencia a tracción. 

Para un estado triple que no sea limite, la tensión equivalente será 

= <*, — o 3 (11.4.3) 

En ensayos a torsión se obtiene como valor medio aproximado de la tensión de fluencia 
a cortadura x c = 0,57 a t ., lo que nos indica que para tal estado tensional la teoría de Tresca- 
Guesl acusa un error de un 15 por 100 aproximadamente en sentido favorable a la segu¬ 
ridad. 

Podemos representar gráficamente la condición (11.4.2) en el espacio de tensiones prin¬ 
cipales, es decir, respecto a unos ejes cartesianos <7,, <r 2 , a 3 cuyas coordenadas midan las 
tensiones principales en los puntos del material, sin prejuzgar el orden que siempre hemos 
supuesto. 

El criterio de Tresca-Guest se expresará mediante las ecuaciones 
(t, — rr 2 = + a e 

a 2 — a 3 = + (T t . (11.4.4) 

(¡3 — a, = ± (T e 

o bien mediante la ecuación única que las comprende 

C(«r, - n 2 ) 2 - ff^][(ff 2 - (t 3 ) 2 - rr;?][(<T3 - <r,) 2 - <r 2 ] = 0 (11.4.5) 

que no es otra cosa que la ecuación de la superficie de plastificación, formada por 
seis planos, paralelos dos a dos y paralelos todos ellos a la trisectriz o línea hidrostática 
a¡ = a 2 = o 3 (Fig. 11.9). 
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Estos seis planos se cortan formando un prisma de eje la trisectriz del octante positivo, 
cuya sección recta es un hexágono regular. Si el punto representativo del estado tensional de 
un punto interior del sólido es interior a este prisma, indica que el sólido trabaja en régimen 
elástico en el punto que se considera. Si por el contrario, el punto representativo está conte¬ 
nido en alguna de las caras del prisma esto significa que en el punto del sólido se producen 
deformaciones plásticas. 





Figura 11.9. 

Si las tres tensiones principales tienen valores aproximadamente iguales, las tensiones 
tangenciales serán muy pequeñas, según se desprende del círculo de Mohr. Se producirá la 
fractura frágil antes de que el material empieza a fluir, por lo que no será aplicable en este 
caso la teoría de la tensión tangencial máxima. 

Para los estados tensionales planos, la expresión (11.4.5) se reduce a 

[(<T, - a 2 ) 2 - «Te] (<T 2 - «Te)(«Ti O 2 ) = 0 (11.4.6) 

Si representamos esta ecuación en el plano a x , a 2 obtenemos el hexágono (Fig. 11.10) 

cuyos lados vienen definidos por las ecuaciones 

r <t, - <r 2 = ± <r e 

< (T 2 = ± a e (11.4.7) 

i <t, = ± <t c 

Este hexágono no es sino la intersección de la superficie de plastificación con el plano 
coordenado «t 3 = 0 en el espacio de las tensiones principales. Si el punto representativo del 
estado tensional plano en un determinado punto del sólido elástico es interior al hexágono, 
el sólido trabaja en ese punto en régimen elástico. Si, por el contrario, el punto representati¬ 
vo se encuentra sobre el contorno del hexágono, significa que en el punto considerado del 
sólido elástico se producen deformaciones plásticas. 
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Figura 11.10. 


11.5. Teoría de la deformación longitudinal unitaria máxima 

Esta teoría conocida con el nombre de teoría de Saint-Venant * expresa que el estado límite 
en un punto de un cuerpo en el que existe un estado tensional cualquiera comienza cuando 
la deformación longitudinal unitaria máxima es igual al valor i: u obtenido en el ensayo a 
tracción cuando el material alcanza la tensión última. 



Como la expresión de la deformación longitudinal máxima es 

Cmáx = ^ [>1 - + <X 3 )] = ^ (11.5.2) 

la tensión equivalente será 

ffcquiv = <T, - /i(ff 2 + a i) (11.5.3) 

De ser acertada esta teoría para materiales dúctiles, en un punto interior al sólido elásti¬ 
co, en el que existiera un estado tensional simple tal como el indicado en la Figura 11.1 la. 


* B. de Saint-Venant (1797-1886), científico francés al que se debe el método semi-inverso que aplicó a la 
resolución del problema elástico en barras de sección no circular sometidas a torsión. 
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empezaría la fluencia cuando la tensión principal cr, es igual a a^ en virtud de (11.5.1), pero 
si el estado tensional fuera el indicado en la Figura 11.11 fe, como la expresión de la deforma¬ 
ción longitudinal unitaria en la dirección de <t, es: 


e 



(11.5.4) 


la fluencia no se iniciará sino para un valor de <r, superior a a c . 


V 

a) 

Figura 11.11. 

Pero si la tensión a 2 es de compresión, la deformación longitudinal unitaria sería ahora 







(11.5.5) 


y la fluencia se iniciaría para un valor de a, inferior a a v . 

Esta teoría, igualmente a lo que ocurre con la de la tensión principal máxima, es acepta¬ 
ble cuando el material rompe por fractura frágil, pero no lo es cuando la acción anelástica se 
produce por fluencia. 


11.6. Teoría de la energía de deformación 

Expresa esta teoría, propuesta por Beltrami y por Haiyh , que el estado limite en un punto de 
un cuerpo en el que existe un estado tensional cualquiera comienza cuando la energía de 
deformación absorbida por unidad de volumen de un entorno de dicho punto es igual a la 
energía de deformación absorbida por unidad de volumen cuando el material alcanza la 
tensión última en el ensayo a tracción. 

Esta teoría difiere de todas las que se han expuesto anteriormente, ya que en aquéllas se 
comparaban valores de tensiones o deformaciones en el estado triple y en el caso que el 
material se sometiera o un ensayo a tracción, mientras que en éste se comparan los valores 
que toma una magnitud escalar, como es la energía de deformación o potencial interno, en 
el estado triple y en el estado simple equivalente. 

La formulación de este criterio se hace de forma inmediata teniendo en cuenta la expre¬ 
sión de la energía de deformación por unidad de volumen que se ha visto en el capítulo 
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anterior, particularizada para el caso que los ejes del sistema de referencia sean coincidentes 
con los ejes principales. 


■'? = rr; (ffi + + <* 1 ) 

2 E 


o bien: 

o* + 02 + 03 ~ 2 n(a t 0 2 + o 2 o 3 + a t a 3 ) = al (11.6.1) 

La tensión equivalente en este criterio es 


ffequiv = yJo\ + a\ + al - 2 n (a,a 2 + a 2 a 3 + a t a 3 ) (11.6.2) 

De aceptar esta teoría para materiales dúctiles, el valor dado por .T en la expresión 
a 2 

anterior no puede exceder el valor —^ sin que comience a (luir el material, ya que para estos 
2 E 

materiales a u = a e . 

a] + a 2 + a\ - 2n(a l a 2 + a 2 a 3 + a,a 3 ) = al (11.6.3) 

En el ensayo a torsión, en el que a, = —a 3 = r,a 2 = 0, según este criterio, la plastifica- 
ción comenzaría cuando la tensión tangencial máxima verificara 

t 2 + r 2 + 2// r 2 = 2(1 + /O r 2 = al 

Tomando como valor del coeficiente de Poisson /< = 0,25, la tensión tangencial de 
fluencia sería 


t, = . . . _ = -^= = 0,63 a e 

s/2(\ + n) y/2,5 

valor que es superior al obtenido en los ensayos experimentales, t c = 0,577 t c . 

Si representamos este criterio de Beltrami y Haigh en el espacio de tensiones principales, 
la superficie de plastificación viene dada por la ecuación 

a 2 + <t 2 + a 3 - 2/< (a¡a 2 + a 2 a 3 + a¡a 3 ) - al = 0 (11.6.4) 

que corresponde a un elipsoide de revolución cuyo eje coincide con la trisectriz (Fig. 11.12). 

El radio de la circunferencia máxima, intersección del elipsoide con el plano a, + a 2 + 
+ a 3 = 0 perpendicular a la trisectriz es 


\/l + 


(11.6.5) 
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En un estado tensional doble, la expresión de este criterio se reduce a 
a\ + a\ — 2 fKT t a 2 = a?. 

que es una elipse intersección del elipsoide de revolución con el plano ít, 
cuyas longitudes de los semiejes son 


<r,- . . = 

V " 1 - /' n/1 + /' 



( 11 . 6 . 6 ) 
= 0 (Fig. 11.13) 

(11.6.7) 


La falta de coincidencia de los resultados de aplicar este criterio, con los obtenidos en 
los ensayos experimentales, estriba en que el criterio de Beltrami y Haigh vincula toda la 
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energía de deformación al proceso de plastificación y, como veremos en el epígrafe siguiente, 
sólo se vincula una parte de la energía de deformación a la plastificación del material. 


11.7. Teoría de la energía de distorsión de von Mises 

Propuesta por von Mises fue el fruto de los trabajos analíticos de Huber y Henchy y expresa 
que el estado límite en un punto de un cuerpo en el que existe un estado tensional cualquiera 
comienza cuando la energía de distorsión por unidad de volumen en un entorno de dicho 
punto es igual a la energía de distorsión absorbida por unidad de volumen cuando el mate¬ 
rial alcanza la tensión límite en el ensayo a tracción. 

Para llegar a la formulación analítica de esta teoría veamos cuál es la expresión de la 
energía de distorsión en un estado tensional triple, en el que las tensiones principales son <t,, 
a 3- 

Nos apoyaremos en la propiedad de que la energía de deformación por unidad de volu¬ 
men se puede descomponer en dos partes, una de ellas debida al cambio de volumen y 
otra. /) vinculada a la distorsión o cambio de forma a volumen constante de dicho volumen 
unitario, como esquemáticamente se indica en la Figura 11.14. 





Figura 11.14. 


en donde o m es la equitensión media o m 


O \ ~F O 2 + 

3 


La energía de deformación por unidad de volumen es: 


= + G \ a s 


(11.7. 


La debida al cambio de volumen es: 
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y como por la ley de Hooke 


4 o* 


H (ff„ 


queda: 


tK 


-(1 


/') = 


( ff . 


+ 


6E 


(1 - 2/i) 


(11.7.2) 


La energía por unidad de volumen debida al cambio de forma se puede obtener como 
diferencia entre ,'Ty :V v 

= .'T- sr v = + <t| + <rl) - |(ít,<t 2 + a 2 a i + a i a 3 ) “ (g| ” ~~ 6£ + g ~~ (l “ 2 /*) 

Simplificando, se obtiene: 


1 + H 
6 E 


[(íT, - ff 2 ) 2 + (cr 2 - ff 3 ) 2 + ((7 3 - a,) 2 ] (11.7.3) 


Esta cuestión, particularizada para un estado tensional simple, nos da: 


1 + //, , 2 , 1 + n 

= 6 £ + = JE 


(11.7.4) 


Por tanto, según esta teoría para materiales dúctiles no aparecerán deformaciones plás¬ 
ticas hasta que se verifique: 

' + ■ [(ff, - <r 2 ) 2 + ( ff 2 - ff 3> 2 + ( ff 3 “ ff i) 2 ] = ~ a * (11-7.5) 

es decir: 

[(o-, - a 2 ) 2 + ( ff 2 - ff 3) 2 + ( ff 3 - CT i) 2 ] = 2 ° 2e (11.7.6) 

De esta expresión se deduce la correspondiente a la tensión equivalente 


ffequiv = _ a ¿ 2 + ( ff 2 “ ff 3) 2 + ( ff 3 - ff i) 2 ] (11.7.7) 

La expresión obtenida del criterio de von Mises nos indica que la superficie de plastifica- 
ción es un cilindro de revolución cuyo eje es la trisectriz a¡ = <r 2 = <x 3 (Fig. 11.15). 

Según vemos, la diferencia entre esta teoría y la expuesta en el epígrafe de la energía de 
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deformación estriba en que en aquélla todo el potencial interno está vinculado al comienzo 
de la acción anelástica, mientras que en la de la energía de distorsión el potencial interno 
que determina la aparición de deformación plástica es solamente la parte debida al cambio 
de forma. 




E'igura 11.15. 


Figura 11.16. 


En el caso de estados tcnsionales planos, la expresión del criterio de von Mises se 
reduce a 


o bien 


(<r, - a 2 ) 2 + a\ + 07 = 2 al 


a¡ + a 2 — a l a 1 = al (11.7.8) 

ecuación de una elipse que se representa en la Figura 11.16. En la misma figura se ha dibuja¬ 
do a trazos el hexágono que para los estados tensionales planos se ha obtenido con el 
criterio de Tresca. De su observación se deduce que la superficie de plastificación del criterio 
de Tresca, el prisma que hemos visto de sección recta hexagonal regular, está inscrito en el 
cilindro de plastificación del criterio de von Mises. 

En un estado de cortadura pura, tal como el que se presenta en un prisma de revolución 
sometido a torsión (Fig. 11.17), se verifica 

a, = <t ; a 2 = 0 ; a 3 = -a 

La energía correspondiente al cambio de volumen es nula, por ser a m = 0. 

La energía de distorsión, según (11.7.4), seria: 


1 + 




+ 4 T 2 ) = 


1 + 


(11.7.9) 
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Según la teoría de la energía de distorsión, la fluencia comenzaría para un valor de 
r e , tal que 


» + H 
E 


1 + ^ , 


3 E 


de donde: 


t. = -^4= = 0,577 a (11.7.10) 

n/3 

que es totalmente acorde con los resultados experimentales obtenidos con materiales dúc¬ 
tiles. 


11.8. Teoría de la tensión tangencial octaédrica 

Algunos autores dan otra interpretación física al criterio de la energía de distorsión conside¬ 
rando las tensiones octaédricas que se definieron en 2.11. 

Según (2.11.3), la tensión tangencial octaédrica en función de las tensiones principales 
tiene por expresión 

r 0 = ^\/Vi - ct 2> 2 + ( ff 2 “ ff 3) 2 + K - CT i) 2 (11.8.1) 

En un ensayo a tracción, cuando se alcanza la tensión de fluencia, la tensión tangencial 
octaédrica toma el valor: 


( 11 . 8 . 2 ) 
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La teoría de la tensión tangencial octaédrica toma como base ésta y se puede enunciar 
de la forma siguiente: la acción anelástica en un punto de un cuerpo en el que existe un 
estado tensional cualquiera comienza cuando la tensión tangencial octaédrica r 0 se hace 
igual a 0,47 a e . 

Es decir, las deformaciones plásticas aparecen cuando 

^ vVi - <* 2 ) 2 + (^2 ~ ff 3> 2 + ( ff 3 - °\) 2 = ^ n/2 al 
o lo que es lo mismo: 

(<x, — a 2 ) 2 + (<x 2 — <x 3 ) 2 + (<x 3 — <x,) 2 = 2 al (11.8.3) 

Esta teoría, en términos de tensiones, es equivalente a la de la energía de distorsión de 
von Mises, por lo que será indistinto utilizar una u otra. 

Numerosas experiencias realizadas con materiales dúctiles han puesto en evidencia que 
la teoría de von Mises, o su equivalente de la tensión tangencial octaédrica, son las que 
explican de un modo más satisfactorio el comienzo de deformaciones plásticas en estos 
materiales sometidos a cargas estáticas. 


11.9. Teoría de Mohr 

Las teorías acerca del comienzo de las deformaciones anelásticas expuestas en los epígrafes 
precedentes, y de forma especial la de la tensión tangencial máxima, han servido de base 
para la llamada teoría de los estados limites de Mohr que es quizá la más aceptada hoy día. 
Lina versión de esta teoría es la propuesta por A. Caquot en 1935 y que se conoce con el 
nombre de teoría de la curva intrínseca. 

Dado un estado tensional arbitrario supongamos que multiplicamos todas sus compo¬ 
nentes por un mismo número n, lo que equivale a decir que obtenemos un estado tensional 
homotético al dado de razón de homotecia n. Si vamos aumentando el valor de n llegará un 
momento en que el estado de tensión en el cuerpo es límite, es decir, o se produce la rotura o 
aparecerán deformaciones plásticas. Dibujemos para este estado tensional límite el mayor 
de los círculos de Mohr (Fig. 11.18). 

Procedamos con el mismo material de la operación anterior a variar homotéticamente 
diferentes estados de tensión en sus puntos hasta alcanzar el estado límite. Para cada uno de 
ellos dibujamos el mayor círculo de Mohr correspondiente. La teoría de Mohr admite la 
unicidad de la curva envolvente de los círculos de Mohr para los estados límites y su inde¬ 
pendencia de los valores que toman las tensiones principales intermedias. La forma de esta 
envolvente, llamada curva intrínseca, es una característica mecánica del material que depen¬ 
de de las propiedades físicas del mismo. 

Si se conoce la curva intrínseca de un material, la determinación del coeficiente de segu¬ 
ridad de un estado tensional dado es inmediata: dibujaríamos el círculo homotético al de 
Mohr correspondiente al estado tensional dado, que sea tangente a la curva intrínseca. La 
razón de homotecia es precisamente el coeficiente de seguridad, ya que éste se define como 
el número por el que hay que multiplicar la matriz de tensiones para obtener la correspon¬ 
diente a un estado tensional que fuera limite. 

Ya se comprende la dificultad de obtener con exactitud la curva intrínseca de cada 
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material, por lo que nos contentaremos con la solución aproximada de considerar como 
curva intrínseca las tangentes comunes a los círculos límites correspondientes a los ensayos 
de tracción y compresión simples (Fig. 11.19). 

Denominaremos a et y a ec las tensiones de fluencia a tracción y a compresión respectiva¬ 
mente, valores que, en general, para los diversos materiales, son distintos. 

Supongamos ahora un material sometido a un estado tensional cualquiera, cuyas ten¬ 
siones principales son a¡, a 2 , <x 3 . La teoría de Mohr se basa en la determinación de la 
tensión equivalente para su comparación con la tensión de fluencia a e , que es la que en el 
ensayo a tracción determina el comienzo de las deformaciones plásticas en el material. 



Figura 11.18. 


Figura 11.19. 



Calcularemos, pues, el valor de ff cqujv en el supuesto de que la curva intrínseca esté 
formada por las tangentes a los círculos de Mohr límites a tracción y a compresión. Para 
un cierto estado tensional, cuyas tensiones principales extremas son <r, y o- 3 , apliquemos 
una homotecia de razón n para que el estado dado se convierta en un estado límite. 
Geométricamente, equivale a encontrar un círculo de diámetro a\ — a' 3 que sea tangente 
a la curva intrínseca, homotético al de diámetro ir, - <r 3 , con centro de homotecia el 
origen 0, tal que a¡ = n aa 3 = n <x 3 . 



Figura 11.20. 
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Si C es el punto de tangencia de este círculo con la curva intrínseca y trazamos por C una 
paralela al eje de abscisas, que corta a los radios de los círculos límites a tracción y compre¬ 
sión, perpendiculares a la curva intrínseca, en los puntos Dy E respectivamente, de la Figu¬ 
ra 11.20 se deduce: 


AD _ BE 
DC ~ EC 


XD = gg- ff » ~ pe = *' + - gg 

2 2 2 2 


= ~ m = «, + *3 _ gg 

2 2 2 2 


Sustituyendo estos valores en la anterior proporción, se tiene: 

a c, - ( g, | - a 'j) _ °e, - ( g 'l - a 'j) 

a\ + <t ' 3 - a el er'i + a' 3 + <J„ 


(11-9.1) 


Eliminemos o\, a' 3 , teniendo en cuenta que a\ = n tr¡, a' 3 = n a 3 y despejemos el valor 
del coeficiente de seguridad 


n = 



(11.9.2) 


Para el estado tensional en la probeta a tracción el grado de seguridad es 


n 


^cquiv 


(11.9.3) 


De la condición de ser ambos valores iguales, según se desprende de la definición de 
tensión equivalente, resulta 


ffcquiv = a i - k a 3 (11.9.4) 

siendo k el cociente entre las tensiones que corresponden al límite elástico a tracción y a 
compresión. 

El criterio de Mohr se podría enunciar asi: la acción anelástica en un punto de un cuerpo 
en el que existe un estado tensional cualquiera comienza cuando entre las tensiones extre¬ 
mas o , y g 3 se verifique 


a. — k o 


(11.9.5) 
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siendo k el cociente de los valores absolutos de los límites elásticos a tracción y a compre¬ 
sión del material. 


EJERCICIOS 


11.1. En un material, cuyas tensiones de fluencia a tracción y a compresión simples tienen el mismo 
valor absoluto, se dan los tres estados de tensión indicados en la Figura El 1.1, estando expresa¬ 
das las tensiones en kp/cm 2 . Averiguar cuál de los tres estados tiene menor coeficiente de seguri¬ 
dad aplicando los diversos criterios de plasticidad. 

El coeficiente de Poisson es /< — 0,25. 



a) b) c) 


Figura El 1.1. 

1. Criterio de la tensión principal máxima. 

El coeficiente de seguridad menor será el del estado cuya tensión principal máxima sea 
mayor, es decir, el estado (a). 

2. Criterios de Tresca y de Mohr. 

Como k = 1, al ser iguales en valor absoluto las tensiones de fluencia del material a 
tracción y a compresión simples, estos dos criterios son coincidentcs. Calculemos la tensión 
equivalente «T C1|U1V = «t, — a¡ en cada caso: 

a) (T cquiv = 1.000 — 200 = 800 kp/cm 2 . 

b) Tcquiv = 700 — ( — 200) = 900 kp/cm 2 . 

c) «Tcquiv = 800 - 0 = 800 kp/cm 2 . 

Por tanto, el estado de menor coeficiente de seguridad, según los criterios indicados, es 
el (ó). Los otros dos estados, desde el punto de vista de la seguridad, son equivalentes. 

3. Criterio de la deformación longitudinal unitaria máxima. 

La tensión equivalente, «T cqutv = a , — /í(«t 2 + <r 3 ), en cada uno de los tres estados es 

a) «Tcquiv = 1.000 - 0,25 (400 + 200) = 850. 

b) «Tcquiv = 700 - 0,25 (200 - 200) = 700. 

c) <T«q„i, = 800 - 0,25 • 300 = 725. 

Según este criterio, el estado que estaría más cercano a la fluencia sería el (a), es decir, éste 
sería el estado que tiene menor coeficiente de seguridad. 

4. Criterio de von Mises o su equivalente de la tensión tangencial octaédrica. 
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Si se aplican estos criterios, la tensión equivale nte, <T equiv = 

/i[( ff| _ <j 2 ) 2 + (ff 2 - a 3 ) 2 + (<t 3 — a,) 2 ], en cada uno de los estados que se consi¬ 
deran, toma los siguientes valores: 


a) <r cilll¡v = y^[( 1.000 - 400) 2 + (400 - 200) 2 + (200 - 1.000) 2 ] = I0 2 ^52. 

b ) 0mfá . = J ^ [(700-200) 2 + (200 + 200) 2 + (-200 - 700) 2 ] = 10 2 TóT. 

c) «Tcqu,, = A [(800 - 300) 2 + (300 - O) 2 + (0 - 800) 2 ] = 10 2 N /49. 

Se observa que de los tres estados que se consideran el de menor coeficiente de seguridad 
es el (b). 


11.2. En una pieza de determinado material sometida a flexión simple existe el estado tensional plano 
indicado en la Figura El 1.2. Comparar los criterios de Tresca y de von Mises, representando 

gráficamente la variación de la relación — en función de la relación —. 

Aplicar los resultados obtenidos para determinar la tensión normal n en una pieza de acero 
sometida a flexión simple cuando se inicie la fluencia, sabiendo que a, = 4.200 kp/cm 2 y t = 
= 2.100 kp/cm 2 . 



Figura El 1.2. 


Figura El 1.2a. 


a) De acuerdo con el criterio de Tresca. 

b) De acuerdo con la teoría de von Mises o su equivalente de la tensión tangencial oc¬ 
taédrica. 


Determinemos las tensiones principales del estado tensional dado utilizando el círculo de 
Mohr (Fig. El 1.2a). 
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( a i = ^ + %/(<*/2) 2 + t 2 
< a : = 0 

( ff 3 = ^ - vW 2 ) 2 + * 2 


«) Según el criterio de Tresca, la plastificación comienza cuando: 

<7| — = 2 N /(<r/2) 2 + t 2 = <r r 

es decir: 



fe) 

2 

1 4- 4 | 

fe)‘=' 



b ) Si aplicamos el criterio de von Mises, en el comienzo de las deformaciones 
verifica: 

plásticas se 

1 + u_ , 


' + <^3 



1 + /< , 




3 E "" 

es decir 







fe) 

2 + 3 ( 

-Y = i 

\ a J 




Las dos funciones analíticas que relacionan — y — corresponden a sendas elipses, cuya 
representación gráfica se indica en la Figura El 1.2/». 



Figura E11.2¿. 


Si (t e = 4.200 kp/cm 2 y r = 2.100 kp/cm 2 al iniciarse la fluencia, el cociente — = 0,5. 
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Según se desprende de la figura, aplicando el criterio de Tresca el punto correspondiente 

está situado en el eje de ordenadas, es decir — = 0, de donde: 

a 



Si aplicamos el criterio de von Mises, el punto en la gráfica será ahora el M , que correspon¬ 
de a — = 0,5, es decir 
a e 



11.3. Obtener el coeficiente de seguridad correspondiente al estado plano de tensión que se indica en la 
Figura El 1.3 utilizando los criterios de Rankine, Tresca y von Mises. Se conoce la tensión de 
fluencia del material a tracción a e . 

Mediante la construcción del circulo de Mohr (Fig. El 1.3a) se obtienen los valores de las 
tensiones principales. 



y el coeficiente de seguridad pedido será: 
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a) Criterio de Rankine: 



b ) Criterio de Tresca: 



f) Criterio de von Mises: 



11.4. Un bloque de determinado material, cuyas caras laterales están libres, está sometido a una 
compresión uniforme a (Fig. El 1.4a). Este mismo bloque se introduce en un hueco de paredes 
rígidas de exactamente sus mismas dimensiones y se aplica la compresión uniforme a, como se 
indica en la Figura El 1.4/». Estudiar el efecto que produce la limitación de las deformaciones 
laterales en el caso (b) de acuerdo con la teoría de Mohr. 



Figura El 1.4. 


a) Si las caras laterales están libres, las tensiones principales son: a, = a 2 = 0; a 3 = —n, 
por lo que la tensión equivalente en este caso es, según la teoría de Mohr 

ff c.|uiv — a \ ~ k a ¡ = k a 

siendo k el cociente entre los límites elásticos a tracción y a compresión del material. 

b) De la condición de ser nulas las deformaciones transversales se obtiene el valor de la 
tensión normal a las caras laterales del bloque en el caso de estar introducido éste en el hueco. 

Eiai =-[>'- H (a + a')] = 0 => a' = - - — o 

b- 1 — /í 
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Las tensiones principales son: 


°\ 


O2 = 


1 - n 


a 


\ a 3 = —a 


de las que se deduce la tensión equivalente correspondiente 


a + k a = [k - 


De las expresiones obtenidas para rr„ |im . en cada caso, se observa que la limitación de las 
deformaciones laterales hace disminuir el valor de la tensión equivalente. 


11.5. Un prisma de fundición de tensiones n cl = 100 N/mm 2 ; a„ = 200 N/mm 2 ; coeficiente de Pois- 
son n = 0,3, de base cuadrada cuya longitud del lado es a = 50 mm, está introducido en un 
hueco de las mismas dimensiones, cuyas paredes se considerarán perfectamente rígidas. Se so¬ 
mete al prisma a un esfuerzo de compresión de F = 25 1 0 4 N, que se reparte uniformemente 
sobre su base superior. Se pide calcular el coeficiente de seguridad. 



Figura El 1.5. 

Tomando un sistema de referencia cartesiana cuyo eje z sea coincidcntc con la línea de 
acción de F , y ejes x ey paralelos a los lados del cuadrado de su sección recta, las deformacio¬ 
nes longitudinales r. x y s y serán, en virtud de las leyes de Hooke 

i: x = ~ [a nx — /( (a ny + = 0 

Ef — Jf í a n, — /' (°nx + a nf] = 0 

que son nulas, por ser las paredes del hueco perfectamente rígidas. Como por razón de sime¬ 
tría (T nx = a ny , de estas ecuaciones se deduce 

• (1 - F) = F °nz 


Ahora bien, como 


<x„. = 


F 


25 • I0 4 N 
25 • 10 2 mm 2 


- 100 N/mm 2 
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o mx = a ny = 


/< n nz 

1 - n 


0,3 • 100 
07 


-42,86 N/mm 2 


las tensiones principales, ya ordenadas, serán: 

a i ~ a 2 = — 42,86 N/mm 2 ; it 3 = —100 N/mm 2 
La tensión equivalente, según la teoría de Mohr, es: 

ffcqu.» = ff, - k a } = -42,86 + ' 100 = 7,14 N/mm 2 


y, por consiguiente, el valor del coeficiente de seguridad será: 



11.6. En una pic/.a de porcelana, cuyas tensiones de fluencia a tracción y a compresión simples son 
respectivamente: a„ = 30 kp/cm 2 y rr„ 1 20 kp/cm 2 , el estado tensional más desfavorable es el 
indicado en la Figura El 1.6. 

Calcular el coeficiente de seguridad, aplicando 

a) La teoría de Mohr. 

b) El criterio de Tresca. 

c) El criterio de Kankine. 

d) El criterio de von Mises. 



18 kp/cm 2 


Figura El 1.6. 


Dibujamos los circuios de Mohr correspondientes a los estados limites de tracción y com¬ 
presión simples. Tomaremos como curva intrínseca las tangentes a ambos (Fig. El 1.6a). 
Construimos el círculo de Mohr del estado dado: el centro C es el punto medio de MA:M 

(- 18, - 12); A (0, 12) y radio CA. _ 

Observamos que el ángulo 2a que forma el radio CA con el eje de abscisas 


tg 2a = 


2t 

a 


24 _ 4 

78 " 3 


es el mismo que forma con el eje de abscisas el radio PF que une el centro del circulo de 
compresión con el punto F de tangencia de este círculo con la curva intrínseca. 

En efecto, tracemos por el centro T del circulo limite a tracción una paralela a la curva 
intrínseca y sea N el punto de intersección de esta recta con PF (Fig. El 1.6o). 
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4 

de donde tg 2 a' = - => 2a' = 2 a. 

Por tanto, el circulo de Mohr limite, homotético del correspondiente al estado dado, será 
tangente a la curva intrínseca en A', punto perteneciente al eje de ordenadas. 

Por otra parte, del círculo de Mohr se deducen fácilmente los valores de las tensiones 
principales 



El coeficiente de seguridad valdrá, según se desprende de la Figura El 1.6a: 
a) Aplicando la teoría de Mohr: 


OA' O A + AA' OA +AE cotg 2a OA + CT cotg 2a 
OA " OA “ OA “ OA 
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b ) Aplicando el criterio de Tresca 


Aplicando el criterio de la tensión principal máxima o de Rankine 
30 


n = j=- = — = I 5 I 

OB 6 1 I 


</) Aplicando el criterio de la energía de distorsión de von Mises 


j [(ff, - ff 2 ) 2 + (ff 2 - <r 3 ) J +((T 3 - <r,) 2 ] (6 2 + 24 2 + 30 2 ) 


Los resultados obtenidos nos indican que según el criterio de von Mises el material de la 
pieza de porcelana, en el punto que se considera, estaría en régimen elástico, pero cercano al 
régimen plástico. El criterio de Tresca nos indica que el material se encontraría en el límite del 
comportamiento elástico y estarían comenzando deformaciones plásticas. Por el contrario, la 
aplicación de los criterios de Mohr y de Rankine nos dice que el material está en régimen 
elástico y lejano de que comiencen las deformaciones plásticas; doblemente lejano según el 
segundo criterio respecto del primero. 

No debe extrañar esta disparidad en los coeficientes de seguridad obtenidos, ya que la 
porcelana es un material frágil al que no son aplicables los criterios de Tresca y de von Mises, 
que explican bien, como sabemos, el comportamiento de los materiales dúctiles pero no el 
comportamiento de los materiales frágiles. 

11.7. Sometiendo cilindros de hormigón a la combinación de una compresión axial y compresión 
hidráulica sobre la superficie lateral, se ha encontrado experimentalmente que la tensión de 
compresión axial que determina el comienzo de deformaciones plásticas cuando la presión 
hidráulica lateral es p, viene dada por la ley 

o' r = <V + 4,1 p 

siendo a„ la tensión de fluencia en el material a compresión simple. Determinar la ecuación de la 
curva intrínseca. 


Obtendremos la ecuación de la curva intrínseca hallando la envolvente de los círculos de 
Mohr límites. 

La ecuación de uno de estos circuios para la presión hidrostática lateral p es, según se 
deduce fácilmente del circulo de Mohr de la Figura El 1.7. 
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Figura El 1.7. 


Sustituyendo en esta ecuación la ley dada de se obtiene: 


V + 1.55 p = 0 


(I) 


que representa una familia de circunferencias una para cada valor de />— cuya envolvente 
podemos calcular eliminando el parámetro /> entre la ecuación t, p) = 0 y su derivada 
con relación al parámetro df/dp = 0 


'• 55 (t 


+ 1.55 p = 0 


de donde: 


a 

<T - 

" 2 


2,55 p = 


31. 

51 



Despejando de esta ecuación el valor de p 


p = 0,6220 a„ - 0,1219 a„ 
y sustituyendo en la ecuación (1), se tiene: 


+ I 




+ X 2 = 0 
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± 



[0,5 <t„ 


1,55 (0,6220 (7 n - 0,1219 aj] 


Operando, se obtiene finalmente 

| T = + (0,2470 a„ + 0,7655 rr„) | 

ecuación de dos rectas simétricas respecto del eje de abscisas. 


11.8. En los puntos de un cubo elástico de arista a = 1 m, la matriz de tensiones respecto de un 
sistema de referencia cartesiano ortogonal Oxyz, viene definida por: 


m 


bx 


Lo 



siendo b una constante, b = 10 6 kp/m'. El cubo elástico es de un material con tensiones de 
fluencia a tracción y compresión respectivamente. 


ít„ = ha ; a K = — 2 ba. 



Se pide: 

1. " Comprobar si el estado de tensiones dado es físicamente posible. 

2. " Aplicando el criterio de von Mises, expresar si el punto de coordenadas (0, 0, 0) se 
comporta elásticamente. 

3. " Particularizar la matriz [T] para los puntos del cubo pertenecientes a la trisectriz del 
primer cuadrante. Dibujar la envolvente de los círculos de Mohr C 2 , correspondientes a dichos 
puntos. 

4. ” Aplicando la teoría simplificada de Mohr, determinar el punto de la trisectriz que pre¬ 
senta un estado tensional límite. Indicar qué zona de dicha trisectriz se encuentra en régimen 
elástico y qué zona en anelástico. 
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5.” Igual que el apartado anterior pero aplicando el criterio de Tresca-Guest. 

1. ° A la vista de la forma que tiene la matriz de tensiones, cuyas componentes son funcio¬ 
nes lineales, se deduce que la matriz de deformación tiene componentes lineales también. 
Como las ecuaciones de compatibilidad son ecuaciones en derivadas parciales de segundo 
orden entre las deformaciones, se verificarán idénticamente. Por consiguiente, queda compro¬ 
bado que el estado tensional dado es físicamente posible. 

2. " Las tensiones principales en el origen de coordenadas son: 

ab iab 

ir, = 0 ; a 2 = —— ; (T¡ = -— 

Según el criterio de von Mises, en ese punto el comportamiento es clástico si se verifica 

(<t, — <r,) 2 + [a 2 — o¡) 2 + [oi — ff|) 2 < 2 <r 2 = 2a 2 b 2 

y el comportamiento es anelástico en caso contrario. 

Como sustituyendo valores se tiene: 

a 2 b 2 49 a 2 h 2 9 a 2 b 2 67 ... , ... 

9 36 4 18 

el comportamiento del origen de coordenadas es anelástico. 

3. " En los puntos de la trisectriz x = y = z, las tensiones principales, según se desprende 
de la matriz de tensiones, son: 


a. 


bx ; a 2 




Los circuios de Mohr C 2 tienen de radio 


3 ab 


= 75 kp/cm 2 



75 kg/cm : 


a„ 


Figura El 1.8a. 
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que es constante e independiente del punto sobre la trisectriz. Las envolventes de estos círcu¬ 
los son las rectas 



que se dibujan en la Figura El 1.8a. 

4.° La tensión equivalente, según la teoría simplificada de Mohr, es: 

bx 3 ab 
~4~ 

De esta expresión se deduce que en los puntos en los que el comportamiento es elástico se 
verificará 


bx 3 ab 

y + —< 


bx ab a 

— < — => x < — 
2 4 2 


Por tanto, los puntos de la diagonal del cubo comprendidos entre el origen de coordena¬ 
das y el centro del mismo ^.v < se encuentran en régimen clástico, mientras que para los 

restantes ^„x > el comportamiento es anelástico. 

5.” La fluencia, según el criterio de Tresca, comienza cuando 


Como para los puntos de la trisectriz se verifica: 

<7, — 3 ah ab 

2 = ~T~ > T 

se deduce que todos los puntos de la trisectriz, que coinciden con los de la diagonal del cubo 
elástico considerado, se encuentran en régimen anclástico. 

11.9. La placa de la Figura El 1.9 se encuentra sometida a un estado plano de tensión, siendo las 
distribuciones de tensiones normales y tangenciales en el contorno las indicadas. Las tensiones se 
expresan en kp/cm 2 cuando las coordenadas se expresan en dm. 


1 

C (4,2) 

lii 

Ttiiii | i -t-tTTTT 

1 2 

+ E 



© 

5 

A (0,0) 

D (4,0) 



2 


© 


Figura El 1.9. 
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Se pide: 

1. ° Expresiones de las tensiones en un punto cualquiera de la placa. 

2. " Determinar el estado tensional en el punto £(3,1) para un elemento cuyos ejes forman 
45" con los ejes x e y. 

3. ° Valor de la tensión de fluencia del material para que en el punto E, y en las condiciones 
citadas, se inicien las deformaciones plásticas, aplicando el criterio de von Mises. 

1." Ensayaremos una fundón de Airy polinómica de 3. CI grado. 

0 = Ax 3 + Bx 2 y + Cxy 2 + Dv 3 + Ex 2 + Fxy + Gy 2 

que por ser de 3.°' grado verifica la condición de biarmonicidad. 

La solución de tensiones que de ella se deriva es: 

d 2 <b 

a, x = -rr = 2 Cx + 6 Dv + 2 G 
vy 

' <T„„ = V"T = 6Ax + 2Bv + 2E 

’ ex 1 

p 2 <p 

~id = - 2 Bx ~ 2 C y- F 

Las constantes las determinaremos imponiendo las condiciones de contorno. 

• Para x = 0 : <r nx = -2 

6 Dy + 2 G = -2 => D = 0 G = -1 

• Para x = 4 ; a nx = 2 

8C+2C = 2 -=• C = ^ 


• Para y = 0 ; <r B> . = — ^ 

6Ax + 2E= -í - A = - 1 ;£ = 0 
x 

• Para y = 2 ; a ny = I- 


x I 

6 Ax + 46= I — — => B = - 
2 4 

• Para x = 4 ; r xy = -y 

-8 B - 2 Cy - F = -y => -8 B - F = 0 => F = -2 
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• Para x = 0 ; x xy = 2 - y 

— 2Cy — F=2—y 

• Para y = 0 ; x xy = 2 - ^ 



• Para y = 2 ; x xy = ~ 

— 2 Bx — 4 C — F = -- 

La función de Airy es: 

I . I , 1 , 

<J> = - tt x 3 + - x-y + - xy 2 - 2 xy - v 2 
12 4 2 

de donde se deduce la solución de tensiones, válida para cualquier punto de la placa. 



2." En el punto £(3.l) las tensiones, de acuerdo con las ecuaciones obtenidas anterior¬ 
mente, son: 

a nx = 1 kp/mm 2 ; a Hy = - I kp/mm 2 ; x xy = kp/mm 2 
y se representan en a Figura El 1.9a. 



a) 

Figura El 1.9a. 
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Con estos valores podemos construir el círculo de Mohr (Fig. El 1.9/>) y deducir las tensio¬ 
nes para el entorno de E cuyos ejes formen 45° con los ejes x e y (Fig. El 1.9c). 




Figura E11.9 b. Figura E11.9c. 

Los puntos representativos de las caras del entorno del punto E , cuyas normales coinciden 

con los ejes x' e y' son M y M '. respectivamente. El punto M es tal que M OM = 90 y el punto 
M' es el diamctralmcnte opuesto a M en el circulo de Mohr (Fig. E11 .9b). Estos puntos tienen 
de coordenadas: 



por lo que las tensiones pedidas en el entorno de E, girado 45 en sentido antihorario, serán 


a„ x . = — - kp/mm 2 
a„ r = ^ kp/mm 2 
t x .r = ~ 1 kp/mm 2 


3.° Según el criterio de von Mises, la fluencia se inicia cuando 
(ít, - <t 2 ) 2 + (<r 2 - <t 3 ) 2 + (<r 3 - ít,) 2 = 2 ff 2 


y como 


s/alx + 



2 


queda: 


G\ + (T3 — ^1^3 — 

5 5 5 , 15 

- + - + - = OZ = -r 
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de donde 




1,9 kp/mm 2 


11.10. Una tubería de pared gruesa de radio interior R, = 30 cm y radio exterior R 2 = 40 cm, está 
hecha de una aleación de aluminio, cuya tensión de fluencia es a t = 2.100 kp/cm 2 . 



Si la presión exterior es nula, calcular el valor de la presión interior p que determinarla el 
comienzo de deformaciones plásticas de acuerdo con la teoría de la energía de distorsión o su 
equivalente de la tensión tangencial octaédrica. 

Se considerará en la tubería un estado de deformación plana y se supondrá el material in¬ 
compresible cuando inicia la fluencia. 

En el Epígrafe 9.5 en el que se analizó el estado elástico de una tubería de pared gruesa 
sometida a presión, se obtuvo para el caso de deformación plana la siguiente solución de 
tensiones: 


o o = -4 + 2 C 
P 

a. - + ff„) = 4 p C 

V = = 0 


siendo A y C constantes de integración que determinaremos en nuestro caso imponiendo las 
condiciones de contorno: 
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K,),.=r, = -p; (<r,= 0 


A 



2 C = —p 
2C = 0 


^2 - Rl' 


2 C 


P R 2 i 

Rj - R f 


La solución de tensiones en los puntos de la tubería que se considera, será: 



Según vimos, la mayor tensión en régimen clástico la presenta n„ para p = R t . Podemos 
afirmar que serán los puntos del contorno interior los primeros que se plaslifiqucn, pero como 
el estado tcnsional es triple la condición a„ = a t . no es suficiente para que aparezcan las 
primeras deformaciones plásticas. 

En función de />, las tensiones principales en los puntos del contorno interior serán: 


a 

a o 

a. 


~P 


Rj + R\ 



Aplicando el criterio de von Mises, la presión p que provoca el comienzo de deformacio¬ 
nes plásticas verificará: 


11 - ff ») 2 + K - ff;) 2 + K - ffp) 2 ] = 1 - + _ / ' al 

0£ 3 t. 

Sustituyendo valores, teniendo en cuenta que el material es incompresible cuando comien¬ 
za a fluir, lo que equivale a decir que /i = '/ 2 según se deduce de la expresión de la deforma¬ 
ción cúbica unitaria 


2 /i 


(a p + a„ + <r.) = 0 
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se tiene: 


Y, +*i 

+ R \V 

,(Ri + R\ R T V 

V Ri 

- R\) 

P Ut - Ri Ri - Ri) 


,( _ Ri 

P Ui - R 2 , 


Simplificando y despejando />. se obtiene 


a r ( R\' 


Para los valores dados, la presión interior que determina que aparezcan en el contorno 
interior de la tubería de deformaciones plásticas, es 


2- 100 /. 

1 ^ 

P ~ L732 V 

lój 


= 530 kp/cm 2 


II.II. La matriz de tensiones en los puntos del prisma clástico representado en la Figura Eli.II, 
respecto del sistema de referencia Oxyz indicado, es: 


/ 0 2x 0 
[F] = Á 2r —2y 0 

\ 0 0 -j 



Figura Eli.II. 

siendo K un factor positivo de carga y viniendo dadas las tensiones en MPa cuando las coor¬ 
denadas se expresan en m. 

Sabiendo que el límite elástico del material es a f = 140 MPa, se pide: 

1. ° Calcular el coeficiente de seguridad en un punto P(x,y, z) del sólido, en función de K, 
según el criterio de Tresca. 

2. " Hallar el menor valor de K para que se produzcan deformaciones plásticas señalando en 
qué puntos se presentan éstas, según el mismo criterio de Tresca. 
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Dalos: OA — 20 cm ; OB = 40 cm ; OC = 200 cm 


De la ecuación característica de la matriz de tensiones 


2x —2y—a 
0 0 


| u u -v - a\ 

(y + o)(— ff 2 — 2 ya + 4.v 2 ) = 0 


se obtienen las tensiones principales 

<t, = (— y + ^/v 2 + 4x 2 )K ; a 2 = —yK ; o } = (—y 
La tensión equivalente es, según el criterio de Tresca = a, 
Por tanto, el coeficiente de seguridad será 


2." Las deformaciones plásticas, según el criterio de Tresca, comienzan cuando 
2 Ky/y 2 + 4x 2 =(T,„ o lo que es lo mismo: 

K 

que representa una familia de cilindros elípticos de eje z y parámetro K. 

El menor valor de K pedido será aquel tal que el cilindro elíptico correspondiente conten¬ 
ga a las aristas del prisma, paralelas al eje r, es decir, el valor de K que verifique 

v 2 y 2 _ I 02^ 0,4 2 _ 1 
35 1 + 70 2 _ K ~ 35 1 + 70 J ~K 



- Jy 2 + 4 x 2 )K 

- (t 3 = 2K s Jy 2 + 4.v 2 


K = 15.312,5 


Operando, se obtiene 





12 

Métodos experimentales 
en Elasticidad 


12.1. Introducción 

En los capítulos anteriores, y especialmente en el Capítulo 5 que hemos dedicado al plantea¬ 
miento general del problema elástico, hemos podido apreciar la dificultad que presenta la 
resolución analítica para recintos de forma arbitraria sometidos a condiciones de contorno 
cualesquiera. De ahí la importancia que adquieren en Elasticidad los métodos experimenta¬ 
les, como alternativa entre los métodos que existen para encontrar la solución del problema 
elástico en casos complejos. 

Tradicionalmente, han sido los métodos experimentales los que nos han permitido co¬ 
nocer la distribución de tensiones en los sólidos elásticos sometidos a solicitaciones exterio¬ 
res arbitrarias. En los últimos años se han desarrollado métodos numéricos para resolver 
estos problemas, pero lo que entonces parecía como un método que iba a desplazar total¬ 
mente a los métodos experimentales, aparece hoy día como un método que tiene importan¬ 
tes limitaciones y que obliga a los especialistas de la materia a la búsqueda de métodos 
híbridos que hagan que ambos, experimentales y numéricos, se complementen mutuamente. 

En lo que sigue, haremos una breve exposición de los métodos extensométricos y los 
métodos fotoelásticos bidimensionales, sin pretender ir más allá de lo que se pudiera consi¬ 
derar como una breve introducción al tema. Finalmente, nos referiremos a otros métodos 
especiales, de los que haremos una muy ligera descripción. 


12.2. Finalidad del método extensométrico 

El objetivo que se persigue con los métodos experimentales es el conocimiento de la distri¬ 
bución de tensiones en un sólido elástico. Con los métodos extensométricos se llega al cono¬ 
cimiento del estado tensional mediante la obtención experimental de los desplazamientos, 
dada la relación lineal existente entre tensiones y deformaciones. 

Supongamos, por ejemplo, el sólido representado en la Figura 12.1o y consideremos un 
punto M, en el que deseamos conocer el valor de la deformación longitudinal unitaria en la 
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dirección del eje x. Si procedemos experimentalmente marcaríamos los puntos A y B que 
determinan un segmento en la dirección del eje x y tales que M es el punto medio. Al cargar 
el sólido y deformarse, la distancia AB = /„ ha experimentado una variación de longitud A/„ 
por lo que la deformación longitudinal unitaria en M, en la dirección del eje x será: 


Pero el valor de t: x obtenido operando de la forma indicada no es exacto, salvo en el caso 
que sea una función lineal de la abscisa x. Se habrá cometido un error, que depende del 
gradiente de deformaciones y de la longitud /„ del segmento. 



a) 


h) 


Figura 12.1. 


Vemos, pues, una primera particularidad que se presenta en los métodos extensométri- 
cos: la dificultad de calcular con exactitud la matriz de deformación en un determinado 
punto del sólido elástico. 

Históricamente, los métodos extensométricos han ido evolucionando. Los primeros 
aparatos que se emplearon para la medida de deformaciones eran instrumentos mecánicos 
que se aplicaban directamente sobre la zona a estudiar, como es el caso del extensómetro de 
Huycjenbercier, cuyo esquema se indica en la Figura 12.2. 

Es fácil obtener la relación entre el desplazamiento Al' de la aguja y el alargamiento de 
la pieza en la que se está midiendo la deformación. 

Como tenemos 


AT 
As 
As 
A/ 



( 12 . 2 . 2 ) 


el factor de amplificación de la deformación es ° 2 f z . 

a \ 
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Posteriormente se han desarrollado sistemas de extensometría basados en principios 
ópticos, eléctricos, o, incluso, acústicos. El uso más generalizado hoy día son los extensóme- 
tros de resistencia eléctrica que han relegado la utilización de los restantes a aplicaciones 
especiales. 


12.3. Galgas extensométricas eléctricas 

Fueron introducidas en 1939 por Rumie y Simmons. Una galga extensométrica de resistencia 
eléctrica está constituida por un hilo metálico muy fino y dispuesto formando una rejilla 
continua, como se indica en la Figura 12.3, es decir, que la mayor parte de su longitud está 
distribuida paralelamente a una dirección fija, y está adherido a una base muy delgada no 
conductora. Los extremos del hilo, más gruesos, sirven para soldar los terminales a los 
cables de conexión de los instrumentos de medida. 



Figura 12.3. 
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Se puede admitir, en primera aproximación, que el hilo experimenta las mismas defor¬ 
maciones que la superficie sobre la cual está encolada. 

Lord Kelvin observó que la resistencia eléctrica de un alambre aumenta cuando se alarga 
y disminuye en caso contrario. 

Como la ecuación que nos da la resistencia eléctrica R de un alambre metálico de resisti¬ 
vidad p, longitud / y área de la sección A , es 



(12.3.1) 


si tomamos logaritmos neperianos y diferenciamos, tenemos: 

LR = Lp + Ll - LA 

dR dp di dA 

R p I A 


(12.3.2) 


(12.3.3) 


Ahora bien, la variación dA del área de la sección recta es debida a la contracción lateral. 
Si el hilo tiene antes de la deformación un diámetro </„, el diámetro d después de la deforma¬ 
ción tendrá por expresión: 


d = 



(12.3.4) 


y el tercer sumando del segundo miembro de (12.3.3) se podrá poner en la forma 


dA 

A 




nd o 



(12.3.5) 


habiendo despreciado el término de segundo grado. 

Por otra parte, la ley de Bridgman establece que la variación relativa de la resistividad es 
proporcional a la variación relativa del volumen del conductor 


dp_ r dV 
p c V 

siendo C la llamada constante de Bridgman. 

Como 

dV dA ■ l A di „ di di „ di 

77 = 7777 + 7777 = -2p-r + -r = (l-2p)- 


(12.3.6) 


(12.3.7) 
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la expresión (12.3.3) queda 

y = [C( 1 - 2/i) + (1 - 2/i)] y = Kj (12.3.8) 

Esta ecuación nos indica que la medición de la variación de la resistencia eléctrica de la 
galga, con un equipo adecuadamente calibrado, nos permite obtener una lectura directa de 
la deformación longitudinal unitaria producida en el punto de la superficie en el que se ha 
adherido la galga. 

La constante K 


K = 


(IR/R 


(12.3.9) 


que depende, como vemos, del cambio de dimensiones del conductor y de la variación de la 
resistividad se denomina factor de sensibilidad de la galga, y es un valor que siempre lo 
proporciona el fabricante. 

El factor de sensibilidad de la galga es función, por tanto, de la aleación empleada para 
fabricar el conductor y de sus características metalúrgicas. Los valores de K para la mayoría 
de las galgas varían entre 2 y 4. circunstancia ésta que se fija con objeto de facilitar la lectura 
directa de la deformación. Se utilizan aleaciones que verifiquen esta acotación, ya que los 
valores de K para los metales puros caen fuera de este intervalo. 

Los instrumentos para medir la variación de resistencia eléctrica de la galga extensomé- 
trica están basados en los fundamentos del puente de Wheatstone. 

Sean R t ,R 2 , R$, R 4 , las resistencias situadas en las distintas ramas del puente (Fig. 12.4); 
V MN , la diferencia de potencial entre los puntos M y N del circuito; e /,, / 2 , las intensidades 
por las ramas superior e inferior, respectivamente. 


B 



Entre las intensidades existirá la relación que se desprende al igualar la diferencia de 
potencial entre los puntos A y C, al considerar las ramas superior o inferior. 
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Vac = /. (*. + R2) 


R 3 + R 4 
R, + R 2 


(12.3.10) 


Cuando la lectura del galvanómetro es nula indica que los puntos B y D están al mismo 
potencial y, por tanto: 


V AB = /,«,) /,/?, {R, + R 4 ) /?, 

V AD = I 2 rJ V ad l 2 R 4 (/?, + R 2 ) r 4 

se verifica, cuando tal circunstancia ocurre, que 


(12.3.1 


R i -R i **R 2 -R A (12.3.12) 

Esta relación indica que un cambio experimentado por las resistencias de un lado del 
puente puede ser equilibrado ajustando adecuadamente los valores de la resistencia del otro 
lado del puente. 

En el mismo circuito indicado en la Figura 12.4 supongamos el caso ideal en que todas 
las resistencias, incluso las correspondientes a la galga activa que supondremos es /?,, son 
iguales, de valor R. 

Si se carga el cuerpo en el cual está adherida la galga, el puente se desequilibra como 
consecuencia de la variación A R de la resistencia de la misma cantidad por la deformación. 
Veamos cuál sería la lectura en el galvanómetro que, como es sabido, se supone de resisten¬ 
cia infinita. 

Supondremos también que la pila tiene resistencia interna nula, por lo que el voltaje de 
excitación entre los puntos A y C será igual a la fuerza electromotriz E de la pila. 

Se verificará 


V\n = /, (/? + A R) = h — [R + A R) = + 

AB 1 2R + AR 2R + AR 


v "’ = '> r = Ír r = I 


por lo que la lectura V dada por el galvanómetro será: 

ER + EAR E E AR 


V = V 


fítt — ’ AB ’ A¡> 


V. n = 


2R + AR 2 2(2 R + AR) 

Como AR 2 R, la anterior expresión se reduce a 
E AR 


V = 


4 R 


(12.3.13) 

(12.3.14) 


(12.3.15) 


(12.3.16) 
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y teniendo en cuenta (12.3.9), despejando r., se obtiene 


4 v 
~ÉK 


(12.3.17) 


Esta expresión relaciona la deformación que se ha producido en el cuerpo sobre el que 
se ha adherido la galga extensométrica con la lectura del galvanómeto, es decir, nos indica 
que conocido el voltaje de excitación £ y el factor de sensibilidad K de la galga basta medir 
el voltaje en el galvanómetro para obtener la deformación. 

Pero la deformación dada por la expresión (12.3.17) puede haber sido producida por 
otros factores que afecten a la resistencia de la galga que no sea la carga aplicada al sólido. 
El principal factor que influye en la lectura de la deformación es la variación de temperatu¬ 
ra, hasta el punto que una variación térmica en la galga de pocos grados puede falsear 
completamente el resultado. Es necesario, por ello, tener en cuenta esta circunstancia y 
aplicar algún método de compensación que contrarreste el posible efecto de la variación 
térmica. Existen varios de estos métodos. El más empleado, quizás sea el representado es¬ 
quemáticamente en la Figura 12.5. Consiste en utilizar una falsa galga, idéntica a la galga 
activa medida, que no va a estar cargada, pero lo suficientemente cercana una de otra para 
que ambas experimenten la misma variación de temperatura. Esta galga de compensación 
debe montarse en una de las ramas del puente adyacente a la que esté montada la galga 
activa. Es evidente que con esta disposición se consigue que si las dos galgas incrementan su 
temperatura un mismo número de grados, la lectura del galvanómetro G se verá afectada 
por la variación térmica, y sólo influirá en ella la variación de resistencia producida por la 
deformación mecánica que se desea medir. 


Galga activa 



Galga falsa 
(sin deformación) 


Figura 12.5. 

Cuando no existen garantías de que la variación de temperatura en ambas galgas va a 
ser la misma, es necesario aplicar un método distinto del descrito anteriormente. Puede ser 
el que consiste en la utilización de unas galgas especiales llamadas extensómetros con auto- 
compensación de temperatura , construidas con un material al que se ha sometido a procesos 
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metalúrgicos singulares y que tienen la particularidad de presentar una respuesta de varia¬ 
ción térmica nula cuando en el exterior se produce un cambio de temperatura comprendido 
dentro de un determinado intervalo. 


12.4. Análisis de los datos obtenidos con galgas extensométricas 

Las galgas eléctricas se adhieren normalmente a la superficie libre de un sólido elástico, 
sobre el punto en el que queramos calcular su estado tensional. Si lomamos un sistema de 
ejes x ey con origen en dicho punto, dado que las galgas miden las deformaciones longitudi¬ 
nales unitarias y la expresión de f.„ para una determinada dirección en el plano, definida por 
i/(a, /i), viene dada por: 


s„ = r. x a 2 + F y Ii 2 + y xy a/f (12.4.1) 

es evidente que tendremos que hacer tres medidas, es decir, colocar tres galgas para determi¬ 
nar e x , e y y y xy . 



Si e a , e B , e c son las lecturas de las galgas A, B y C, respectivamente, tenemos el siguiente 
sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas 

{ i: A = e x eos 2 0 A 4- i: y sen 2 0 A + y xy eos 0 A • sen 0 A 

f, b = f. x eos 2 0 B 4- F. y sen 2 0 B + y xy eos 0 B ■ sen 0 B (12.4.2) 

e c = f. x eos 2 0 C + F. y sen 2 0 C 4- y xy eos 0 C ■ sen 0 C 

cuyas soluciones son las componentes de la matriz de deformación en el punto considerado. 

Conocida ésta queda perfectamente determinado el estado de deformación en dicho punto. 

Las tres galgas suelen venir montadas en rosetas, como indica la Figura 12.7a. En casos 
particulares es posible la determinación de las tensiones mediante rosetas de menos de tres 
elementos, como ocurriría en el caso de una pieza sometida a tracción o compresión axial, 
en el que bastaría colocar una sola galga; o en el caso de un estado tensional isotrópico: 
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a «x ~ a ny ~ a \ - o 2 y X xy = 0 en el que la lectura r. de una sola galga en una dirección 
cualquiera nos da la tensión en cualquier dirección 

E 

a = E (12.4.3) 




«) b) 

Figura 12.7. 

Si fueran necesarias dos galgas, una disposición de las galgas en direcciones ortogonales 
es la indicada en la Figura 12.7 b. 

A partir de las componentes de la matriz de deformación obtenidas del sistema (12.4.2) se 
pueden calcular las deformaciones principales mediante el círculo de Mohr, como queda 
indicado en la Figura 12.8 a. 



2 


(12.4.4) 
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y las direcciones principales 


tg 20 = ——— (12.4.5) 

r. — r. 


De esta ecuación se obtienen los valores II, y 0 2 = 0, + —. 

En la construcción del círculo de Mohr se ha supuesto que y xy > 0 => z xy > 0, por lo que 
el punto representativo M, de la dirección coincidente con el eje .x tendrá ordenada negati¬ 
va. Las direcciones principales se dibujan en la Figura 12.86. 

La forma más simple de obtener las tensiones principales es despejarlas de las leyes de 
Hooke. 


e, = - Iht 2 ) : <: 2 = 2 ,íT 2 ~ / í<T i) 

E E 

a, = | _ (c, + fit: 2 ) ; (t 2 = j _ ^ 2 (<: 2 + /«:,) (12.4.6) 

A modo de ejemplo, estudiemos los casos de las siguientes rosetas: 

a) Roseta rectangular de tres elementos. 

b) Roseta en delta. 

calculando en cada caso los valores principales de tensiones y deformaciones, así como las 
direcciones correspondientes. 

a) Roseta rectangular de tres elementos 

En esta roseta dos galgas están colocadas ortogonalmcnte y la tercera en la bisectriz de las 
otras dos, es decir, las tres galgas forman ángulos de 0,45 y 90" con el eje x, como se indica 
en la Figura 12.9. 



Figura 12.9. 
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El sistema (12.4-2) aplicado a este caso se reduce a 

E A = e x 

1 1 1 

e b = 2 + e >' 2 + y *> 2 (12.4.7) 


cuyas soluciones son inmediatas: 

e x = e a ; e y = e c ; y x , = 2t: B - - e c (12.4.8) 

Con estos valores podemos construir el círculo de Mohr (Fig. 12.10) y a partir de él 
calcular las deformaciones principales 



(12.4.9) 

e 2 = r ' A 2 >L ~ \ “ £ c) 2 + ( 2,: h ~ c A ~ i: c) 2 

y las direcciones principales 

tg 20 = 2 ^ ~ e a ~ (12.4.10) 

e a - E c 

En la figura se ha supuesto que se verifica y xy > 0, es decir e b > - (e a + e c ), por lo que 

los ángulos 0¡ y 0 2 = 0\ + ^ que determinan las direcciones principales habrá que contar¬ 
los, a partir del eje x, en sentido antihorario, según se deduce del círculo de Mohr. 
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Las tensiones principales, en virtud de (12.4.6), tendrán por expresiones 

I 


f 4- e ( 

<7. = El- 

[ 2(1 - n) 2(1 + n) 

- T e A + E C 1 

a-, = E\ - 

2 |_2(1 - /í¡ 


H) 2(1 + n) 


y /( e a ~ ,; c) 2 + <2 r. B ~ r- A ~ %) 2 J 

y/te a ~ «c) 2 + (2 «: b - e A - r. c ) 2 J 


(12.4.11) 


b) Roseta en delta 

En esta roseta los ejes de las tres galgas forman ángulos 0 A = 0 o ; 0„ = 120°; 0 C = 240°, con 
el eje x (Fig. 12.11). 



Las componentes de la matriz de deformación en el punto en el que se ha colocado la 
roseta serán las soluciones del sistema de ecuaciones (12.4.2) aplicado a este caso 


3 _ s/3 

4 lxy 4 

3 73 

4 + 7xy 4 


es decir 


1 2 Fb 

*a i = 3 [2(e. + %) - e J i )' xy = -y- tec ~ H) 


(12.4.12) 


(12.4.13) 


Con estos valores podemos construir el círculo de Mohr (Fig. 12.12) y a partir de él 
calcular las deformaciones principales 
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v/í 


Ei = - { f. a + e b + £ c ) H—— y/ie A — r. B )~ + (i:,¡ — e c )~ + (<: 


*'-a + £ b + c c) — “y" \/( f M — í: «) 2 


(12.4.14) 


+ ( £ B — «c) + ( e C — Ej 


y las direcciones principales 


2y/3 

1 fc< ‘ ,-fl /3(r - E ) 

tg 20 = ---- = ^ c -— (12.4.15) 

1 2e. — fio — 

- 3 (2 ,: b + 2£ C - f. a ) 



En la figura se ha supuesto que se verifica y xy > 0, es decir r. c > f.„ por lo que los ángulos 
0, y () 2 = 0 t + ~ que determinan las direcciones principales habrá que contarlos, a partir 

del eje x, en sentido antihorario, según se deduce del círculo de Mohr. 

Finalmente, las tensiones principales las obtendremos aplicando las ecuaciones (12.4.6) 




y. A + i. B + £(• 

3(1 - /O 

£/l + Efl + Fq 

3(1 - /O 


\/l £ A - Eb) 2 + (Efl - E C ) 2 + (E C - e a ) 2 J 

(12.4.16) 

3^^ V(e.4 - e b ) 2 + (e b - e c ) 2 + (£ C - y- A ) 2 J 
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12.5. Fundamentos y finalidad del método fotoelástico 

En el planteamiento analítico del problema elástico que hemos hecho en el Capítulo 6 en los 
casos de estados elásticos bidimcnsionales se llegó, cuando las fuerzas de masa son constan¬ 
tes o nulas, a la misma ecuación: 


A (a HX + a ny ) = 0 (12.5.1) 

lo que indica que la solución de tensiones es independiente del material. 

Esta circunstancia y la propiedad de birrefringencia accidental, descubierta por David 
Brewster en 1816, que presentan ciertos materiales transparentes y elásticos sometidos a 
tensión al paso de luz polarizada, son los fundamentos de la ciencia conocida bajo el nom¬ 
bre de Fotoelasticidad. 

Para el análisis de las tensiones en un sólido real, el método fotoelástico utiliza un mode¬ 
lo transparente de caras planas paralelas entre si que reproduce el cuerpo en estudio o uno a 
escala, sometiéndole en su contorno a un sistema de fuerzas paralelas a las caras planas del 
modelo, que se rige por las leyes de semejanza respecto al sólido real. 

Nuestro propósito en lo que sigue es describir cómo a partir de este modelo, colocándo¬ 
lo adecuadamente en un banco fotoelástico, se obtiene información suficiente para la deter¬ 
minación de las direcciones principales, así como el valor de la diferencia <x, - a 2 de las 
tensiones principales. También veremos que los valores de la suma <r, + <r 2 se pueden 
determinar también experimental o analíticamente, con lo que quedará resuelto el proble¬ 
ma de calcular las tensiones principales. 


12.6. Conceptos ópticos básicos del método fotoelástico. 
Leyes de Maxwell 


La teoría ondulatoria de la luz de Huygens desplazó la teoría corpuscular de Newton que 
pretendía explicar el comportamiento y naturaleza de la luz. Huygens supuso la existencia 
de un fluido, el éter, que tiene las características de un material elástico y en el que la luz se 
propaga mediante ondas transversales, vibrando las partículas del éter de forma aleatoria¬ 
mente irregular en un plano normal al rayo luminoso, es decir, en un plano normal a la 
dirección de propagación de la luz. Hoy día se acepta la teoría de Huygens pero se conside¬ 
ra innecesaria la existencia del éter: la luz es de la misma naturaleza que las ondas electro¬ 
magnéticas, diferenciándose de las de radio o de los rayos X en la longitud de onda. 

Cuando todas las vibraciones de la luz en los puntos geométricos del rayo tienen lugar 
en un plano, se dice que la luz está polarizada en un plano. Algunos materiales llamados 
polarizadores, como pueden ser el prisma de Nicol o un filtro Polaroid, tienen la propiedad 
de eliminar parte de luz incidente, de tal forma que el haz emergente vibra en un plano 
determinado que se llama plano de polarización (Fig. 12.13). 

Cuando un rayo luminoso de luz monocromática incide sobre la cara de un material 
transparente se produce el fenómeno de la refracción: el rayo cambia de dirección y varía la 
velocidad de propagación. Si v es la velocidad de propagación en el medio transparente y 
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c = 3 • 10 8 m/seg es la velocidad de la luz en el vacío, se define el índice de refracción n como 
el cociente 


( 12 . 6 . 1 ) 


y es una característica del medio. 



Ciertos cristales, como el espato flúor (Fig. 12.14), transmiten dos rayos diferentes (ordi¬ 
nario y extraordinario), polarizados en planos ortogonales, propagándose cada uno de ellos 
en el cristal con velocidades diferentes, es decir, el material presenta indices de refracción 
distintos para los dos rayos. 



Figura 12.14. 

Existen muchos materiales transparentes no cristalinos que ordinariamente son óptica¬ 
mente isótropos, pero se convierten en anisótropos y presentan características similares a 
los cristales cuando se crea en ellos un estado tensional. Este fenómeno recibe el nombre de 
doble refracción temporal o birrefringencia accidental que hemos aludido anteriormente. Los 
materiales más usuales que presentan esta propiedad son la baquelita, celuloide, gelatina, 
resinas sintéticas, vidrio, plásticos, etc. La propiedad de birrefringencia accidental fue obser¬ 
vada por primera vez por Sir David Brewster en el año 1816. El método fotoelástico está 
basado en esta propiedad física que presentan los materiales transparentes no cristalinos. 
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Las propiedades ópticas en cada punto del material pueden ser representadas por un 
elipsoide cuyos ejes son coincidentes con las direcciones principales de la matriz de tensio¬ 
nes en ese punto. Las longitudes de los semiejes son n,, n 2 , n 3 , valores de los índices de 
refracción para ondas que vibran paralelamente a las tensiones principales a 2 , o 3 respec¬ 
tivamente. 

Si n 0 es el índice de refracción del material cuando no se le somete a carga alguna, es 
decir, cuando la matriz de tensiones es idénticamente nula en todos los puntos, el elipsoide 
de índices de refracción será una esfera de radio n 0 . 

Los valores de las tensiones principales a,, a 2 . a 3 y los índices de refracción n¡. n 2 , n 3 
para ondas que vibran paralelamente a ellas, y el valor n 0 están relacionados entre sí me¬ 
diante las llamadas leyes de Maxwell , deducidas por éste en 1852 

fn, — n 0 = a <x, + b(a 2 4- a 3 ) 

<»2 - n 0 = a a 2 + b{a 3 + ct,) (12.6.2) 

(n 3 — n 0 = o a 3 + h(i r, + a 2 ) 

en donde a y b son constantes que dependen del material, denominadas coeficientes ópticos 

de tensiones. 

A partir de ellas, restando, se obtiene: 


n, — n 2 = «(<r, - a 2 ) + b(a : 

¡ 

) = (a - b)(o¡ - o 2 ) 


í". - «2 = 


~ °z ) 


<«2 - «3 = 

K(a 2 

- 

(12.6.3) 

i«i - «3 = 

K(o x 

- <Lí) 



en donde la constante K = a — b recibe el nombre de coeficiente óptico relativo. 

Este coeficiente se mide en brewsters, cuya equivalencia en unidades del sistema c.g.s y 
S.I. es 


I brewster = l()- ,3 cm 2 /dyn = 1(T 12 m 2 /N. 

Las ecuaciones (12.6.3) indican que el estado tensional en un determinado punto de un 
sólido elástico se puede determinar midiendo los tres índices de refracción que correspon¬ 
den a las direcciones de los tres ejes ópticos principales. Estas medidas presentan grandes 
dificultades en el caso de fotoelasticidad tridimensional. 

En una pieza plana sometida a un estado tensional bidimensional, de tensiones princi¬ 
pales erj, <t 2 (ct, =¡t= a 2 ) y a 3 = 0, las ecuaciones anteriores se reducen a 


«i 

«2 


n 2 = K(o l - a 2 ) 
n 3 = K a 2 
n 3 = K o, 


(12.6.4) 
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La primera de ellas 

n, — n 2 = K(a l - a 2 ) (12.6.5) 

llamada por algunos autores Ley de Brewster o ley óptico-tensional, permite determinar 
ópticamente las diferencias de las tensiones principales en un estado elástico bidimensional 
midiendo la diferencia de índices de refracción respectivos. 


12.7. Aparatos fotoelásticos. Polariscopios plano y circular 

La parte experimental del método fotoelástico se lleva a cabo en un banco fot oelástico que 
consta de un instrumento para la producción y detección de luz polarizada llamado polaris- 
copio y un equipo cargador para proporcionar las cargas al modelo. 

Atendiendo al tipo de luz empleada, los polariscopios más usuales son los llamados de 
transmisión y de luz difusa, cuyos esquemas respectivos se indican en la Figura 12.15. 

La diferencia entre estos dos tipos es que el de luz difusa no tiene lentes y además al foco 
luminoso se le coloca un vidrio difusor. 

La disposición indicada es la correspondiente a un polariscopio plano, que se distingue 
del llamado polariscopio circular obtenido colocando, en la forma que más adelante se dirá, 
dos láminas cuarto de onda. 



Figura 12.15. 
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Así pues, un polariscopio plano está formado por: 

1. Lente colimadora 

Está colocada de tal manera que la fuente luminosa esté exactamente en uno de sus focos 
con objeto de obtener un haz de rayos paralelos. 

2. Polarizador 

Consiste generalmente en una lámina delgada de alcohol polivinilico calentada y estirada 
antes de fijarla a una lámina soporte de acetato de celulosa, coloreándose la cara de polivi- 
nilo con un líquido que contenga yodo. Al llegar el rayo incidente al polarizador se descom¬ 
pone en dos que vibran en planos perpendiculares, uno de los cuales se absorbe. Por eso se 
dice que la luz emergente del polarizador vibra en un solo plano. 

3. Analizador 

Es análogo al polarizador, de tal forma que si se colocan -cruzados, es decir, con sus planos 
de polarización ortogonales entre si, un observador situado a la derecha del analizador no 
verá luz alguna. Por el contrario, cuando polarizador y analizador se colocan paralelos , esto 
es, cuando los planos de polarización de ambos son coincidentes la luz se transmitirá a 
través de ellos (Fig. 12.16). 



Figura 12.16. 


Si colocamos el modelo cargado entre polarizador y analizador, la luz polarizada se 
descompone en sus componentes según las direcciones principales del estado tensional pla¬ 
no creado en éste por la carga. Las dos vibraciones emergentes del modelo experimentarán 
un cierto desfase por ser los índices de refracción distintos según las direcciones principales. 
A través del analizador las vibraciones emergentes son las componentes de las dos ondas 
que salen del modelo. Como estas dos ondas están polarizadas en un mismo plano, la fun¬ 
ción que hace el analizador es hacer cumplir a éstas la condición necesaria de coherencia 
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para que puedan producir interferencia óptica. En la Figura 12.17 se indica gráficamente el 
proceso expuesto, cuyo tratamiento analítico se hará en el epígrafe siguiente. 

Cuando se añaden al polariscopio plano descrito dos láminas cuarto de onda entre 
polarizador y modelo y entre modelo y analizador tenemos un polariscopio circular (Figu¬ 



ra 12-18). Estas láminas, que son birrefringentes, están formadas generalmente por una capa 
delgada de alcohol polivinilico laminada entre dos hojas de acetato de celulosa. Se denomi¬ 
nan de cuarto de onda porque se dimensionan de tal forma que el retardo de los dos rayos 
emergentes sea de 2/4. La primera se sitúa de tal forma que sus dos planos de polarización 
ortogonales entre sí, formen 45" con el plano de polarización del polarizador. La segunda se 
sitúa con los planos de polarización cruzados respecto a los de la primera. 



12.8. Efectos de un modelo cargado en un polariscopio plano 

Consideremos un modelo de material birrefringente sometido a un estado tensional plano 
de tensiones principales o¡ y o 2 ■ Hagamos incidir normalmente a una de sus dos caras un 
haz de luz monocromática polarizada en un plano, obtenida, por ejemplo, haciendo pasar 
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un haz de luz a través de un filtro Polaroid, utilizado como polarizador en un banco foto- 
elástico. 

Supongamos que el plano de polarización es vertical y forma un ángulo a con la direc¬ 
ción principal correspondiente a <r, (Fig. 12.19). 

La ecuación de la vibración de la luz en el plano de polarización es: 

E = a eos pt (12.8.1) 

en donde a es la amplitud, p = 2 nf la pulsación de la vibración, / su frecuencia y í la 
variable tiempo. 

Podemos descomponer esta vibración en dos componentes polarizadas en los planos 
principales, cuyas elongaciones valen: 


E x = E eos a = a eos pt eos a 
E 2 = E sen a = a eos pt sen a 


( 12 . 8 . 2 ) 


Eje del polarizador 



Figura 12.19. 


Estas dos vibraciones, al incidir sobre el modelo están en fase, pero como las velocidades 
de propagación de las vibraciones en planos que contienen a las tensiones principales son 
distintas, el tiempo tardado por cada una de estas vibraciones es 



siendo e el espesor del modelo. 

Las ecuaciones horarias de estas vibraciones a la salida del modelo serán: 


E\ = a eos p(t — í,) eos a 
E‘ 2 = a eos p(t — t 2 ) sen a 


(12.8.3) 


que, como vemos, presentan un desfase t, — t 2 . 
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Si colocamos el analizador con su plano de polarización ortogonal con relación al del 
polarizador, o sea, el plano de polarización en posición horizontal, a través del analizador 
no pasarán nada más que las componentes horizontales de las anteriores vibraciones 


= E\ sen a = - eos p(i — I ,) • sen 2 a 


E‘i = E'i eos a = - eos p{t — l 2 ) • sen 2 a 


(12.8.4) 


De estas expresiones y de la Figura 12.19 se desprende que estas dos vibraciones tienen 
la misma amplitud de valor ^ sen 2 a, pero de sentidos opuestos. 

La composición de estas dos vibraciones nos da la ecuación horaria del movimiento 
resultante a la salida del rayo a través del analizador 


- sen 2a[eos p(i — f,) - eos p{l — f 2 )] = 
a sen 2a • sen^p — ——sen p^i --—-—^ (12.8.5) 


que representa una vibración de la misma pulsación p del rayo incidente y amplitud a' 

t, ~ t 2 


a = a sen ¿i • sen i p 


( 12 . 8 . 6 ) 


que depende de la diferencia de fase originada por ser distintas las velocidades de propaga¬ 
ción de las ondas que vibran en planos paralelos a las dos tensiones principales. 

Los valores de la diferencia de fase que hacen esta amplitud máxima verificarán 


í, - f 2 2/1+1 


(12.8.7) 


siendo n un número entero y el modelo se verá brillante. 

Por el contrario, la amplitud a' de la vibración emergente del analizador será nula, por 
lo que el modelo parecerá negro, si 



n n 


( 12 . 8 . 8 ) 


siendo n un número entero. 
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Expresemos los primeros miembros de (12.8.7) y (12.8.8) en función del espesor e del 
modelo y de los índices de refracción n, y n 2 





:<"i 


>h) 


(12.8.9) 


d P 2n f 

Pero como - = — = 


da y n¡ — n 2 = K(<r¡ — 


— siendo / la longitud de onda de la luz monocromática emplea¬ 
os) en virtud de la ley de Brewster, la expresión (12.8.9) queda: 


P ('i ~ h) 
2 


K(a , - o 2 ) 


( 12 . 8 . 10 ) 


que permite expresar la condición de máximo o de nulidad de la amplitud o' de la luz 
emergente del analizador en función de la diferencia de las tensiones principales. 

Por tanto, la amplitud a' de la luz a la salida del analizador es máxima cuando 


neK 2n + 1 

-j- (ffi - ff 2 ) = —5— 71 


eK 

— (o, - <t 2 ) = 


y nula cuando 

neK eK 

— (o, - o 2 ) = nn => — (o, - o 2 ) = n 

siendo n en ambas expresiones un número entero. 

Introduciendo una nueva constante F llamada valor de franja. 


F = 


2 

K 


( 12 . 8 . 11 ) 


( 12 . 8 . 12 ) 


(12.8.13) 


que depende, como vemos, del material del modelo utilizado y de la luz monocromática 
empleada, la condición (12.8.12) de nulidad de la luz saliente del analizador, es decir, cuando 
se produce oscuridad, se puede expresar así 

a. - a, = — (12.8.14) 

* e 

ecuación que algunos autores denominan formula fundamental de la fotoelasticidad. 

En nuestro razonamiento hemos supuesto que el estado de tensión era homogéneo, es 
decir, en todos los puntos del modelo las direcciones principales eran las mismas, así como 
los valores de las tensiones a, y <r 2 correspondientes. La teoría expuesta es válida para el 
caso de un estado tensional plano cualquiera, pero tendremos que aplicarla al entorno de 
cada punto del modelo. 

El valor de n de la fórmula fundamental en un determinado punto se puede obtener 
contando el número de extinciones sucesivas que se producen en ese punto al cargar el 
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modelo lentamente desde el estado tensional cuya matriz de tensiones es la matriz nula. 
Conocido n , la citada fórmula fundamental nos proporcionaría el valor de la diferencia de 
las tensiones principales. 

Resumiendo, creado en el modelo un estado tensional plano mediante la aplicación de 
determinada carga, si ponemos una pantalla a continuación del analizador obtenemos so¬ 
bre ella una especie de fotografía del modelo con zonas claras y oscuras alternadamente. 
Las zonas oscuras corresponden a los puntos del modelo en los que la expresión 

-— toma el valor de un número entero, y las claras, de mayor intensidad luminosa, 

a los puntos del modelo, en los que este valor es un número semientero. 

Hemos supuesto también que la luz utilizada era luz monocromática. Si en vez de utili¬ 
zar ésta utilizamos luz blanca que es una mezcla de luces de los colores del arco iris, las 
franjas que se obtienen en la pantalla son coloreadas, cada una de las cuales son de un 
determinado color. De ahí que a estas lineas, lugares geométricos de los puntos del modelo 
en los que la diferencia de tensiones principales toma un valor constante, se hayan denomi¬ 
nado lineas isocromáticas. 

Para la determinación del valor de franja F el método más simple es el de someter a 
tracción una barra calibrada de material fotoelástico de sección Q y medir la fuerza P que es 
necesario aplicar para producir la n-ésima extinción. 

De la ecuación (12.8.6) que nos da la amplitud del rayo emergente del analizador se 
deduce que esta amplitud se anula también para sen 2a = 0, es decir, todo punto del mode¬ 
lo en que a = n - -siendo n un número entero, aparecerá negro. Esto ocurre en un punto del 

modelo cuando las direcciones principales en él son coincidentcs con los ejes de polariza¬ 
ción del polarizador y analizador. Todos aquellos puntos cuyas direcciones principales son 
paralelas a los ejes de los elementos polarizadores son puntos del modelo en los que las 
tensiones principales forman ángulo constante con una dirección fija. Forman una linea 
continua que se denomina isoclina. 

Si tomamos la vertical como origen de ángulos, la isoclina que se obtiene para la posi¬ 
ción vertical del eje de polarización del polarizador es la isoclina de valor 0 o . Si a partir de 
esta posición giramos simultáneamente el polarizador y analizador un ángulo a alrededor 
del eje longitudinal del polariscopio aparecerán negros ahora todos los puntos en los que 
una de las direcciones principales forma un ángulo a con la vertical. Se tiene así la isoclina 
de valor o¡°. 

De esta forma podemos obtener la familia de isoclinas tomando fotografías sucesivas del 
modelo para a = 10,20 ’, 30°, 40°, 50', 60 ’, 70", 80". Obtenidas las isoclinas se pueden 
construir las isostáticas de la forma gráfica expuesta en el Capítulo 6. 

La posible confusión entre las isoclinas y las isocromáticas puede evitarse utilizando luz 
blanca, puesto que las isoclinas aparecerán en negro, en contraste con las isocromáticas que, 
a excepción de la franja de orden cero, aparecerán coloreadas. 

Posibles errores en la construcción de las isoclins pueden evitarse teniendo en cuenta las 
siguientes propiedades. 

1. a Las isoclinas deben pasar por puntos de cargas concentradas y por puntos isó¬ 
tropos. 

2. a Con cada eje de simetría debe coincidir una isoclina. 
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3. a El parámetro de una isoclina que corte a un contorno libre de carga es igual al 
ángulo que forma con la vertical la tangente al contorno en dicho punto. 

Para las medidas que se suelen hacer en fotoelasticidad, en las cuales se busca la deter¬ 
minación de las tensiones principales a lo largo de los bordes, las líneas isoclinas pueden 
confundir, por lo que, generalmente, se las hace desaparecer mediante la colocación de dos 
láminas cuarto de onda orientadas de forma adecuada. 


12.9. Efectos de un modelo cargado en un polariscopio circular 


Ya hemos indicado que si en un polariscopio plano introducimos sendas láminas cuarto de 
onda, tenemos lo que se denomina polariscopio circular. Colocaremos las láminas cuarto de 
onda de tal forma que la bisectriz de las direcciones de vibración en cada una de ellas de los 
rayos ordinario y extraordinario, sea paralelo al eje del polarizador (Fig. 12.20). 



Figura 12.20. 

Si la luz emergente del polarizador (no indicado en la figura) está definida por 

E = a eos pl (12.9.1) 

siendo a su amplitud, p = 2 nJ 'la pulsación,/la frecuencia y l el tiempo, sus componentes 
según los ejes de polarización de la lámina cuarto de onda son 

í~> 

E' = trucos pt (12.9.2) 

De estas dos componentes, una emerge de la lámina cuarto de onda con un retraso á/4 
respecto a la otra, es decir, con un retraso temporal 
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X vT 2 n n 

4v 4v 4 • 2nf 2p 


(12.9.3) 


Las ecuaciones de las dos oscilaciones emergentes de la primera lámina cuarto de onda 
serán 


o_s/2 

2 


aj 2 


2 P. 




sen pi 


(12.9.4) 

(12.9.5) 


sobre los ejes rápido y lento de polarización, respectivamente. 

Es fácil ver que la resultante de estas oscilaciones tiene módulo constante a, = a^/212 y 
forma un ángulo p con el eje vertical (Fig. 12.21), tal que 


tg/í = 7^ = tgpt 
C IK 


P = P t 



Por tanto, la luz emergente de la primera lámina cuarto de onda vibra en dos planos 
perpendiculares entre sí. El vector luminoso resultante que tiene módulo constante gira 
alrededor del eje del polariscopio con velocidad angular p. Su extremo describirá una hélice 
cilindrica de eje la dirección del rayo. 

Por esta razón se dice que la luz emergente de la lámina cuarta de onda está polarizada 
circularmente. 

Esta luz atraviesa el modelo cargado y emergerá de él vibrando en planos paralelos a las 
direcciones principales, en virtud de la propiedad de birrefringencia accidental que adquiere 
éste cuando se le somete a un estado tensional. Las ecuaciones de las componentes inciden¬ 
tes que atraviesan el modelo serán: 
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£| - £,„ eos - oj + £, l sen ^ j^cos pt • cos^ - oA + 

+ sen pt • sen ^ - ajj = eos (pt + <x - ^ (12.9.. 


£,, eos - — a — £.„ sen I - 


_ aj2 


- eos pt • sen ^ - ajj = sen ( pt + a _ ^ (12.9. 


siendo a el ángulo que forma la tensión principal <r, con el eje del polarizador. 

Pero estas dos componentes se propagan a través del modelo con diferentes velocidades, 
por lo que presentarán un retardo relativo A, que podemos expresar de la siguiente forma, 
teniendo en cuenta la ecuación (12.6.1) y la ley de Brewster (12.6.5). 

. fe e\ 2ufe 2 neK 

A U V = ~ " 2 “ = ~JT (a ' ~ ° 2) (12 - 9 ’ 8) 

Las ondas emergentes del módulo vibran en los planos paralelos a las tensiones princi¬ 
pales y tendrán de ecuaciones: 


E\ 




2 

2 


(pt + a 

(pt + ct 


71 

4 


(12.9.9) 

(12.9.10) 
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Esta luz polarizada a la salida del modelo la hacemos incidir sobre una segunda lámina 
cuarto de onda, con los planos de polarización cruzados respecto de la primera (Fig. 12.23). 

Las componentes correspondientes a los ejes rápido y lento de esta segunda lámina de 
cuarto de onda serán: 




Las ondas emergentes de esta segunda lámina vibran en los planos que contienen a sus 
ejes de polarización. La componente E 2I presentará un desfase angular de n¡2 respecto de 
E 2K , por lo que las ecuaciones de las ondas emergentes serán: 


E 


2 K 


2 



pt + a 



+ sen I pt + a 


71 

4 



(12.9.13) 
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F = < tJl 

2L 2 


J-“) + cos( 


pf + a—- — Al- sen 


(H] 


Evidentemente, la observación a través del analizador va a depender de la posición del 
eje de polarización de éste. Distinguiremos pues las dos posiciones siguientes: 

Posición A: Los ejes de polarización del polarizador y del analizador son ortogonales. 
Posición B: Los ejes de polarización del polarizador y del analizador son paralelos. 

Si consideramos la posición A, la ecuación de la onda emergente del analizador (Figu¬ 
ra 12.24) tendrá por ecuación: 


E = E 2L - eos- - E 2R ■ eos 45° = (E 2h - E 2R ) = 


eos ( - — a + eos ( pl + a - - A sen 


-eos (pt -l- 2a) + eos (pt + 2a — A) = 


= a ■ sen — ■ sen I pt + 2a — — 



Figura 12.24. Figura 12.25. 


La ecuación (12.9.15) nos indica que aparecerán franjas oscuras cuando sen- 
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A 

T 


nn (n = 0. 1, 2,...) 


(12.9.16) 


Como, según (12.9.8), A es proporcional a la diferencia de las tensiones principales, estas 
franjas oscuras corresponderán a las isocromáticas, igual a como ocurría utilizando un 
polariscopio plano. Sin embargo, existe una diferencia fundamental entre utilizar un pola- 
riscopio plano o circular: con el polariscopio circular se han eliminado las isoclinas. 

Si consideramos la posición B, es decir, cuando el eje de polarización del analizador es 
paralelo al del polarizador (Fig. 12.25), la ecuación de la onda emergente del analizador 
tendrá por ecuación: 


n n yfl 

E = £,, • eos- + £,„ • eos- = -V-(£,, + £,«) = 
4 - 4 2 


a 

~ 2 S 


sen | pt + a — - ) ■ eos ^ - a J + eos ( pt + a - - - A ) • sen ( j — a ) + 


+ eos ypl + a. - -J ■ sen - a J + sen ypi + a 

a[ ( \"| A / A\ 

= - sen pt + sen I pt - A I = a eos — • sen I — — 1 

En este caso, se observarán franjas oscuras cuando 
A n 

- = (2/i + I) - : (n = 0, 1, 2,...) 


A 1 • eos 


■H - 


(12.9.17) 


(12.9.18) 


12.10. Métodos de separación de las tensiones principales 

Mediante la utilización del banco fotoelástico descrito anteriormente podemos obtener en 
un punto las direcciones principales, pero la solución proporcionada para el cálculo de las 
tensiones principales sólo es parcial, ya que se obtiene el valor de su diferencia. Solamente 
en determinados puntos la fórmula (12.8.14) permite calcular las tensiones principales. En 
efecto, cuando una de ella es nula, como ocurre en los puntos del contorno sobre los que no 
actúe ninguna carga, la otra tensión principal, según la citada ecuación (12.8.14), será 


a 


nF 

e 


( 12 . 10 . 1 ) 


También, en los puntos del contorno en los que haya aplicada una carga normal conoci¬ 
da, la tensión correspondiente a esta carga es una tensión principal. Para estos puntos la 
información obtenida del banco fotoelástico es suficiente para calcular la otra. 

Para separar en cualquier otro punto del modelo las tensiones principales, es decir, para 
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calcular cada una de ellas, es necesario recurrir a otros métodos, bien analíticos o bien 
experimentales, que nos proporcionen el valor de la suma <r, + a 2 . Los métodos de separa¬ 
ción de tensiones comunmente utilizados pueden clasificarse en cuatro grupos: 

1. Métodos basados en las ecuaciones de equilibrio 


1.1. Método de la diferencia de tensiones tanifenciales 

Consiste en una integración gráfica de las ecuaciones de equilibrio interno que, en el caso de 
tensión plana con fuerzas de masa nulas, se reducen a: 


+ -^ = 0 



( 12 . 10 . 2 ) 


1.2. Método de Filón 

Consiste en una integración gráfica de las ecuaciones de Lamé-Maxwell (ecuaciones de equi¬ 
librio de un pequeño rectángulo curvilíneo limitado por cuatro ¡sostáticas) 



Ambos métodos, dado que se basan en técnicas de integración gráfica, están limitados 
por la acumulación de errores que se producen al avanzar el proceso de integración. Por 
tanto, para conseguir un alto grado de exactitud debe procederse con extremo cuidado al 
tratar los datos experimentales (isocromáticas c isoclinas). 

2. Métodos basados en las ecuaciones de compatibilidad 

Para placas delgadas sometidas a tensión plana con fuerzas de volumen nulas o constantes 
las condiciones de compatibilidad en coordenadas cartesianas se reducen, según se vio, a la 
conocida ecuación de Laplacc 

A0 = 0, siendo <f> = a nx + a ny = <r l + a 2 

El interés de esta ecuación en Fotoelasticidad proviene de que el valor de la función está 
unívocamente determinado en todos los puntos interiores de una región si los valores en el 
contorno son conocidos. 

El espectro de isocromáticas proporciona un medio muy aproximado de determinar la 
diferencia de tensiones principales en todos los puntos interiores de un modelo bidimensio- 
nal y, en muchos casos, suministra una información completa de las tensiones en el contor¬ 
no. Conocida la diferencia de tensiones principales, la determinación de la suma de las 
mismas supone un medio efectivo de evaluar las tensiones principales individuales. 

2.1. Método de separación analítica 

Consiste en resolver analíticamente la ecuación de Laplace por separación de variables. Se 
obtiene un desarrollo en serie de funciones armónicas. 
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2.2. Método de los cuatro puntos de influencia 

Los métodos numéricos pueden utilizarse para resolver con mucha exactitud la ecuación de 
Laplace. El que se va a describir consiste en un procedimiento iterativo por el cual los 
valores estimados de la función armónica en los puntos de interés de una malla son sistemá¬ 
ticamente mejorados basándose en el hecho de que el valor de la función en cualquier punto 
depende de los valores de la misma en los puntos cercanos. Partiendo de la condición de 
compatibilidad y tomando ecuaciones en diferencias finitas se obtiene la siguiente relación 
básica entre los valores de la función en diferentes puntos: 

0o = C,0, + C 2 (p 2 + C 3 0 3 + C 4 0 4 (12.10.4) 

siendo C,, C 2 , C 3 y C 4 constantes. 


y 

'2(0,/.) 


2(0.0) 

3Í-C.0) 

1(0.0) 


4(0.-</) 


Figura 12.26. 


Esta ecuación se conoce como la de los cuatro puntos de influencia. Las constantes 
tienen los valores: 


C, = 


C, = 


bcd 


(bd 


ac)(a 

ahd 


+ c) 


(bd + ac)(c + a) 


C y = 


; Q = 


acd 


(bd + ac)(b + d) 
abe 

(bd 4- ac)(d + b) 


(12.10.5) 


Una vez que se ha establecido la malla y se han evaluado las constantes asociadas a cada 
punto, los valores del contorno conocidos pueden asignarse a todos los puntos de intersec¬ 
ción de la malla con el contorno. 

Asimismo, se asignan los valores estimados o conocidos correspondientes a puntos 
del interior. Recorriendo la malla según una secuencia definida y utilizando la ecuación 
(12.10.4) se aproxima el valor en cada punto interior a la solución real. El proceso continúa 
hasta que los valores se hacen estacionarios o hasta que las correcciones no los alteran más 
de una cantidad predeterminada. A partir de ahi puede obtenerse una mayor aproximación 
utilizando una malla más fina. 
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2.3. Método eléctrico-analógico 

Está basado en el hecho de que la distribución de potencial electrostático en una región de 
conductividad uniforme limitada por contornos de potencial conocido, está regida por la 
ecuación de Laplace de análoga forma a como lo está la suma de tensiones principales en un 
estado de tensión plana. 

3. Métodos basados en la deformación transversal 

La deformación en una dirección perpendicular a la superficie de un modelo sometido a 
tensión plana puede expresarse por: 

e. = + (T ny ) = - jJ(T t - a 2 ) ( 12 . 10 . 6 ) 

Por tanto, puede obtenerse la suma de tensiones principales si el cambio de espesor del 
modelo, como consecuencia de las cargas aplicadas, puede medirse con exactitud en el pun¬ 
to de interés. El procedimiento requiere un útil de gran sensibilidad, dado que los cambios 
de espesor raramente superan unas pocas centésimas de milímetro. 

3.1. Extensómetro lateral 

Es un micrómetro o capilar extremadamente sensible. Es difícil de posicionar y de utilizar si 
la geometría del modelo es complicada. Sólo es recomendable en situaciones especiales en 
que se precisan datos de un punto específico. 

3.2. Interferómelros ópticos 

Se obtienen con ellos las franjas de interferencia óptica entre los rayos de luz reflejada de la 
superficie del modelo y los de un plano óptico auxiliar cercano a la superficie del modelo. 

Dichas franjas de interferencia son el lugar geométrico de los puntos de espesor constan¬ 
te y, en consecuencia, pueden utilizarse para determinar la suma de tensiones principales. 
Este método requiere medios adecuados para localizar y fijar la posición del plano óptico 
respecto del modelo, así como una superficie del modelo ópticamente uniforme para evitar 
la aparición de espectros de franjas iniciales. 

3.2. Método de la incidencia oblicua 

Al girar el modelo dentro del polariscopio de forma que la luz pase con un determinado 
ángulo, se obtiene un espectro de isocromáticas de incidencia oblicua. Este espectro de 
incidencia oblicua suministra datos adicionales que pueden ser empleados para separar las 
tensiones principales. 


12.11. Otros métodos experimentales 

Como hemos visto anteriormente la información suministrada por el banco fotoelástico es 
insuficiente para calcular las tensiones principales en cualquier punto del modelo. Además 
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de los métodos complementarios para separar éstas, descritos en el epígrafe anterior, se 
utilizan métodos especiales entre los que cabrían destacar los del método del Moiré, de 
fotoelasticidad tridimensional, de recubrimientos fotoelásticos, de lacas y barnices frágiles y, 
finalmente, los métodos interferométricos. De todos ellos haremos una muy breve descrip¬ 
ción, remitiendo al lector interesado en el conocimiento de ellos, a obras especializadas. 

1. Método del Moiré 

Cuando se superponen dos conjuntos de líneas muy próximas y se observan con luz trans¬ 
mitida o reflejada se produce un fenómeno óptico denominado efecto moiré. 

El fundamento se pone de manifiesto en la Figura 12.27: una de las redes de líneas (red 
del modelo) se coloca sobre la superficie del modelo, mientras otra red de referencia, gene¬ 
ralmente del mismo número de lineas por unidad de longitud, se coloca paralela y próxima 
a la del modelo. 


Red del modelo 
sin deformar 


Red de referencia 


Red del modelo 
deformada 



Figura 12.27. 

Sin cargar el modelo, la luz que atraviesa las dos redes es constante en toda la superficie 
(Fig. 1 2.21 ai). 

Cuando se carga el modelo (Fig. 1 2.21b), la red de líneas adheridas al mismo experimen¬ 
ta las mismas deformaciones que éste. Como la red de referencia no cambia, la variación 
relativa de ambas redes hará que se produzcan unas franjas de interferencia denominadas 
moiré, cuando se transmite luz entre las dos redes de líneas. La deformación longitudinal 
será: 


I ~ ¡o = Jf 
'o d x 


( 12 . 11 . 1 ) 


es decir, la deformación unitaria se calcula midiendo el ancho de la franja de moiré d x , pues p 
es la distancia entre los ejes de dos lineas de la red de referencia, que es conocida. 

2. Fotoelasticidad tridimensional 

La aplicación de la fotoelasticidad al estudio de los estados tensionales tridimensionales se 
hace mediante el método de las «tensiones congeladas». Está basado este método en la 
propiedad que tienen ciertos materiales ópticamente sensibles, como la baquelita, de con- 
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servar la deformación y las características de birrefringencia accidental cuando se les somete 
a un templado en estado de compresión y después se descargan. 

Esta técnica se aplica cortando en planchas finas el modelo tridimensional y analizando 
éstas mediante procedimientos análogos a los empleados en fotoelasticidad bidimensional. 


3. Recubrimientos fotoelásticos 

Con este método no es necesario construir un modelo de la parte que se desea analizar, ya 
que es la misma pieza la que se utiliza. Sobre ella y en la zona que interese se adhiere una 
capa delgada de material birrefringente. El método necesita utilizar un polariscopio especial 
de reflexión que permite observar los fenómenos fotoelásticos. ya que el material de la pieza 
que analicemos será, por regla general, opaco. 



Figura 12.28. 


En la Figura 12.28 se indica esquemáticamente la disposición del recubrimiento foto- 
elástico, así como el polariscopio especial a que nos hemos referido. 

La aplicación de la fórmula (12.8.14) a la capa fotoelástica, teniendo en cuenta que la luz 
recorre dos veces el espesor t de la misma, es: 


(< r , - <t 2 ) c 


NF 

2í 


( 12 . 11 . 2 ) 


y por las leyes de Hooke, las deformaciones principales unitarias son: 


1 

«h = (<t, - He a 2 )c 


1 

«2 = £ ( ff 2 - He °l)e 
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Restando miembro a miembro, queda 


1 + n c 

«i - «2 = £ (ff, - °i) c (12.11.3) 

De forma análoga, para la superficie, tendríamos: 

1 + ii 

e, - H = —=-=(*, - <r 2 )s (12.11.4) 

L s 

Se ha demostrado que las deformaciones unitarias de la capa coinciden exactamente con 
las de la pieza que se analiza, cuando no se presentan tensiones de cortadura en la superficie 
de separación entre la pieza y la capa de recubrimiento. En este caso, incluso, no hay limita¬ 
ción para el espesor f de la misma. 

Igualando las expresiones (12.11.3) y (12.11.4), se tiene: 

1 + n c 4 1 + /i. 

— E — (<*i ~ a 2 ) = — E — 1 K ~ <*i) s 

de donde 

, 1 + /<r 

(*. - * 2 ), = j T+¿ (a ' ~ (12.11.5) 

expresión que nos permite calcular la diferencia de tensiones principales en los puntos de la 
superficie no cargada, en función de las diferencias de las que existen en el estado tensional 
plano creado en la capa y que podemos medir mediante el polariscopio de reflexión. 

4. Lacas y barnices frágiles 

Consiste esta técnica en recubrir la pieza que se quiere ensayar mediante un barniz que una 
vez seco acompaña a la pieza en su deformación superficial. La observación de las grietas 
que presenta la capa de barniz nos da información sobre el estado de deformación en los 
puntos de la superficie de la pieza que se ensaya. 

El espesor del recubrimiento del barniz suele variar entre 0,10 y 0.15 mm. Se admiten las 
hipótesis de que el barniz aplicado no disminuye la deformabilidad de la pieza y que el 
estado de deformación superficial de ésta se manifiesta de forma idéntica en el barniz. 

Se han dado diversas leyes para explicar el comportamiento de los barnices frágiles. Una 
de ellas es la que nos da la tensión en un estado de tracción inonoaxial 

a = Et: c (12.11.6) 

siendo a la tensión de tracción en la pieza, en los puntos extremos de las grietas del barniz; 
£, el módulo de elasticidad del material de la pieza; i: c , la deformación crítica en el barniz, 
obtenida mediante un ensayo de tracción monoaxial. 
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Las direcciones de las grietas son, generalmente, perpendiculares a las direcciones de las 
máximas deformaciones principales a tracción. 

Esto es así en estados tensionales de tracción monoaxial. En el caso de estados bidimen- 
sionales es necesario modificar la ecuación anterior para que exprese correctamente la ley 
de rotura de los barnices frágiles. 

5. Métodos interferométricos 

Están basados estos métodos en los fenómenos de interferencias. Entre ellos, hay algunos 
que proporcionan los valores de la suma de las tensiones principales «r, + a 2 en los puntos 
del modelo. 

Pero otros permiten determinar las tensiones principales individualmente, mediante la 
medida punto por punto de la diferencia de caminos ópticos con la utilización de un interfe- 
rómetro. 

El procedimiento seguido se basa en las ecuaciones Je Favre 

<5, = (émt, + h a 2 )e ; S 2 = (a o 2 + ba x )e (12.11.7) 

en las que <>, y Ó 2 son los retardos absolutos, a y b constantes ópticas del material del 
modelo y e el espesor del mismo. 

De estas ecuaciones se obtienen directamente los valores de las tensiones principales 

a <5, — b 5 2 _ u 6 2 — b ó, 

<T ' ~ e(a 2 - b 2 ) ’ e{a 2 - b 2 ) 


( 12 . 11 . 8 ) 
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